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KOMPUTEROWE WSPOMAGANIE ANALIZY TRWALOSCI
ZMECZENIOWEJ WALCOWYCH KOL ZEBATYCH

Streszczenie: W artykule zaprezentowano opracowane oprogramowanie
stuzgce do wyznaczania trwalosci zmeczeniowej zebow kol walcowych.
Oprogramowanie to umozliwia wyznaczenie czterech rodzajow dystrybuant
trwatosci zmeczeniowej: dystrybuanty bazujgcej na stacjonarnym lub
niestacjonarnym modelu Bogdanowa—Kozina, dystrybuanty rozktadu
Weibulla oraz dystrybuanty wyznaczonej na podstawie danych
eksperymentalnych. W oprogramowaniu tym szczegolny nacisk potozono na
oparty na wlozonych lancuchach Markowa stacjonarny i niestacjonarny
model Bogdanowa—Kozina. Parametry powyzszych dystrybuant wyznaczane
sqg na podstawie wprowadzonych do programu danych z badan
zmeczeniowych. Jako przykiad wykorzystania oprogramowania zostata
przeprowadzona analiza wynikow wiasnych badan zmeczeniowych oraz
pittingu walcowych kot zebatych.

COMPUTER AIDED ANALYSIS THE FATIGUE LIFE OF
CYLINDRICAL GEARS

Abstract: In this paper has been presented the original software used to
determine the fatigue life of cylindrical gear teeth. This software allows to
determine the cumulative distribution function of fatigue life using four
types of its version: cumulative distribution based on the stationary or
nonstationary Bogdanov—Kozin model, Weibull distribution function and the
distribution function defined on the basis of experimental data. In the
software, particular emphasis was put on stationary and nonstationary
Bogdanov-Kozin model based on Markov chains. Parameters of these
distribution functions are determined based on the data entered into the
program from fatigue tests. As an example of the use of the software was
conducted analysis of the results of own fatigue and pitting corrosion tests
of cylindrical gears.
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1. WPROWADZENIE

Jedng z glownych przyczyn uszkodzen elementdéw maszyn jest zmeczenie materiatlow
konstrukcyjnych. Dlatego wazne jest, aby kazdy konstruktor posiadal umiejetnos¢ szacowania
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z mniej lub wigksza doktadnos$cig trwatosci 1 wytrzymatosci zmeczeniowej projektowanych
elementow maszyn. Zjawisko zmeczenia materialow z powodu duzej ztozono$ci jest bardzo
trudne do przewidzenia. Dodatkowo wystepuje tutaj duzy rozrzut statystyczny wynikow
badan. Dlatego tez wyznaczanie trwato$ci zmgczeniowe] metodami deterministycznymi jest
coraz czgsciej zastgpowane metodami probabilistycznymi [1, 2]. Na podkreslenie zastuguje
tutaj metoda Monte Carlo [3, 4] oraz modelowanie procesu zmeczenia jednym ze
statystycznych rozkladow ekstremalnych, np. rozkltadem Weibulla [5]. Coraz wigksza
popularno$¢ zyskuje model kumulacji uszkodzeh zmegczeniowych opracowany przez
Bogdanowa i Kozina [6], a wykorzystujacy zatozenia teorii fancuchow Markowa [5, 6, 16].
Model ten moze by¢ stosowany do opisu i analizy nie tylko procesu kumulacji uszkodzen
zmeczeniowych, ale réwniez zmeczeniowego wzrostu peknigecia, zuzycia, pelzania czy
korozji [7, 15].

W wielu przypadkach fizyczne proby zmeczeniowe mozna zastgpi¢ odpowiednio
skonstruowanym modelem matematycznym. Niniejsza praca poswigcona jest oryginalnemu
oprogramowaniu stuzagcemu do numeryczne] analizy procesu zmeczenia zgbow kot
walcowych. W oprogramowaniu tym zostaly zaimplementowane metody wyznaczania
trwalosci zmeczeniowe] oparte na modelu Bogdanowa—Kozina, wykorzystujacym wlozone
tancuchy Markowa [6, 7].

2. STACJONARNY MODEL BOGDANOWA-KOZINA

Podstawowym pojeciem modelu Bogdanowa jest cykl obcigzenia (CO) rozumiany jako
powtarzalny okres obcigzen elementu maszyny powodujacy kumulacje uszkodzen
zmeczeniowych. Przyktadem cyklow obcigzen jest czas pracy okresowo uzywanego
urzadzenia pomiedzy jego wlaczeniem a wylgczeniem, otwieranie 1 zamykanie zamka do
drzwi, podnoszenie 1 opuszczanie podwozia podczas startu 1 ladowania samolotu, czy tez blok
obcigzen programowych podczas badan zmgczeniowych. Trwalo$¢ elementu maszyny
w takim przypadku liczona jest w dyskretnych cyklach obcigzenia x=0, 1, 2,.... Réwniez

stopien kumulacji uszkodzen opisywany jest za pomocg dyskretnego zbioru stanow
i=12,...,b. Inaczej méwigc, proces kumulacji uszkodzen zostat zdefiniowany jako dyskretny

zarOwno w czasie, jak 1 stanach proces stochastyczny [8].

Model Bogdanowa—Kozina zaktada, ze przyrost uszkodzenia na koncu cyklu obcigzenia
zalezy tylko w probabilistyczny sposob od stopnia uszkodzenia na poczatku cyklu oraz od
intensywnosci samego cyklu, nie zalezy natomiast od sposobu sumowania uszkodzen
w poprzednich stanach. Dodatkowo model zaktada, ze stopien uszkodzenia moze si¢ tylko
zwigksza¢. Proces taki jest wigc modelowany za pomocg wlozonego lancucha Markowa,
a jego przebieg w czasie jednego cyklu obcigzeniowego o stalej intensywnosci okreslony jest
przez (b x b) wymiarowg macierz prawdopodobienstwa przejs¢:

by g4 0 0.0 0O 0 |

0 pj g 0.0

Q=|. . . . . (1)
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gdzie p; jest prawdopodobienstwem utrzymania si¢ stopnia uszkodzenia w stanie j w czasie

trwania pojedynczego cyklu obcigzeniowego. Zgodnie z modelem uderzeniowym, jest to
prawdopodobienstwo wystgpienia uderzenia o wartosci mniejszej od poziomu krytycznego
w czasie, gdy stopiefi uszkodzenia odpowiadal stanowi j, q; jest prawdopodobienstwem

zwigkszenia si¢ stopnia uszkodzenia w czasie pojedynczego cyklu obcigzeniowego do
poziomu j+1 pod warunkiem, ze na poczatku cyklu obcigzeniowego stopien uszkodzenia

odpowiadal stanowi j. Powyzszy proces mozna przedstawi¢ za pomocg grafu:

Rys. 1. Graf przej$¢ dla modelu Bogdanowa—Kozina [6]

W grafie tym wierzcholki przedstawiaja stany modelu (stopien uszkodzenia), natomiast
krawedzie oznaczone q; do qp.; przedstawiajg zwigkszenie stopnia uszkodzenia, a krawedzie
oznaczone p; do Py,.; 0znaczajg utrzymanie si¢ biezacego stopnia uszkodzenia.

Pomigdzy parametrami q;i p; zachodza nastgpujace zaleznosci:

Do skonstruowania fancucha Markowa, opisujacego przebieg kumulacji uszkodzen zwtaszcza
w procesie eksploatacji, wymagana jest znajomo$¢ rozkladu prawdopodobienstwa stanu
poczatkowego uszkodzenia dla czasu x =0. Warto$¢ stanu poczatkowego uszkodzenia
zwigzana jest najczesciej z wadami fabrycznym, skutkami zlego przechowywania itp. Jego
warto$¢ jest w praktyce trudna do oszacowania. Rozklad prawdopodobienstwa stanu
poczatkowego przedstawia si¢ w postaci wektora:

po = [T, IL,,...,TI, 4, 0] 3)

gdzie II; jest prawdopodobiefistwem zgodnosci stopnia poczatkowego uszkodzenia D, ze
stanem j. Dla elementéw tego wektora zachodza nastepujace zaleznosci:

b—1
PDp =))=I;20 > 1I;=0 (4)
j=1

Znajac macierz prawdopodobiefistwa przejs¢ Q oraz wektor rozkltadu prawdopodobienstwa
poczatkowego p,, mozna wyznaczy¢ rozktad prawdopodobiefistwa p, , stosujac podstawowg

zaleznos¢ w teorii tancuchoéw Markowa:

Py =Po -Q". (5)

Z powyzsze] zalezno$ci wyznacza si¢ najczesciej tylko dystrybuante trwato$ci zmegczeniowe;]
(DTZ) czasu W, do zniszczenia w stanie b, czyli p, (b):

F(x) =P(W, <x)=p,(b) dla x=0,12,... (6)
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Model stacjonarny Bogdanowa—Kozina zostat uzyty do opracowania wynikow badan
stykowej wytrzymalo$ci zmeczeniowej kol zebatych, ktore zostaly przeprowadzone na
stanowisku mocy zamknietej] w laboratorium PKM Akademii Techniczno-Humanistyczne;.
Badano kofa — probki wykonane ze stali 17CrMoNi, ktérych powierzchnie zebow bytly
naweglane 1 hartowane do twardosci 61+ 2HRC . Modut ko6t — probek zgodnie z normg [SO
6336/5 wynosit m=5, liczby zgbow z, =18 oraz z, =21, wspdlczynnik przesunigcia
zarysu zebnika — probki x, =0.35, odleglos¢ osi badanej przekladni a =100 1dokladnos¢
wykonania kot — probek — klasa 5 wg ISO 1328. Zgodnie z normag ISO 6336/5 przyjeto

bazowa liczbe cykli Ny, = 5-107.

Wykonano po 12 pozytywnych prob zmeczeniowych na kazdym z czterech poziomow
naprezen o wartoSciach oy =1600MPa, o, =1700MPa, o, =1800MPa oraz
oys =1900MPa (tab. 1). Jako kryterium zaliczenia proby zmeczeniowej przyjeto zgodnie
znormg ISO 6336/5 zniszczenie zmeczeniowe powierzchni o wartosci 0,5% czynnej
powierzchni bokow wszystkich hartowanych zebodw wspolpracujacej pary kot — probek lub
4% czynnej powierzchni boku jednego zgba.

Tabela 1. Wyniki badan doswiadczalnych stykowej
wytrzymatosci zmeczeniowej kot zebatych

Nr serii 1 2 3 4
oni [MPa] 1600 1700 1800 1900
= N 6850290 2344980 1590190 733060
5 N, 7637520 2905660 1793220 759910
2| Ns 8734550 4089020 1903550 834120
§ N, 9533400 4778810 2081500 979720
§ N5 9833910 5655590 2172720 1003110
S| Ne 11202230 5712230 2332620 1191230
gl N 11956770 6123300 2504010 1300520
S | Ng 13366820 6899220 259923 1363360
'?g Ng 16055210 7334550 2833070 1401130
o | Ny 18633700 7788130 3325670 1440320
1§ Ny 4 18892210 8234170 3488330 1482510
2 | Ny 22988820 9523030 4076950 1611030
My 12973785,8 5949057,5 2558421,7 1175001,7
52, 26074981,3-10° | 4677548,8-10°| 5653140,9-10° | 9174568,3-10*

Dla kazdej serii pomiarowej wyznaczono dystrybuante trwalo$ci zmegczeniowej za pomoca
stacjonarnego modelu Bogdanowa—Kozina. Jej przebieg zostat poréwnany ze schodkowsg
eksperymentalng dystrybuantg trwato$ci zmeczeniowej. Otrzymane dystrybuanty zostaly
przedstawione na rysunku 2.
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Rys. 2. Dystrybuanty trwalo$ci zmegczeniowej opracowane na podstawie wynikow badan
stykowej wytrzymatosci zmgczeniowej kot zgbatych

3. NIESTACJONARNY MODEL BOGDANOWA-KOZINA

Obcigzenia, jakim poddawany jest element konstrukcyjny, najczg¢sciej maja zmienng

amplitude w funkcji czasu, wigc proces kumulacji uszkodzen jest opisany wzorem:

P, =[]0 dlax=12,. (7)
k=1

gdzie (Q, jest macierza prawdopodobienstwa przejs¢ definiujaca k-te natezenie cyklu

obcigzeniowego:
p(k) q(k) 0 0.0 0 ]
0 p,(k) gq,(k) 0..0 0
Qk = . . e . . (8)
0 0 0.0 p, (k) gq,,(k)
0 0 0.0 0 1

Niestacjonarny model kumulacji uszkodzen zmeczeniowych moze by¢ stosowany nie tylko
w przypadku zmiennego natezenia cyklu obcigzeniowego, ale rOwniez wtedy, kiedy na proces

kumulacji uszkodzen majg wptyw wilasciwosci materiatu i otoczenie [6, 7].

W Katedrze Podstaw Budowy Maszyn ATH zostaly wykonane dwa badania zmeczeniowe,
przy programowych obcigzeniach typu ,,wysoko — nisko” (badanie 1) oraz ,,nisko — wysoko”
(badanie 2). W tabeli 2 zostaly zamieszczone wyniki tych badan. Ilo$¢ cykli obcigzenia,

po ktorej nastgpita zmiana warto$ci amplitudy, zostata oznaczona w tabeli jako x;.
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Tabela 2. Wyniki programowych badan zme¢czeniowych

Numer badania 1 2
61 [MPa] 1111 841,2
6, [MPa] 841,2 1111
X4 32000 425000
N, 35000 425200
R N, 38100 425500
<8 N; 46600 425800
257 N, 54200 428300
g N5 62300 432100
£ o2 N 88500 443300
= & A N; 113200 454800
g 2 Ng 230200 460500
= = No 364500 481100
Nio 639000 497700
Wartos¢ $rednia trwalosci 167160 447425
nclx
Wariancja trwalosci 67, | 3,856469 10" ] 6.6072-10°

Dane z badan zostaly wprowadzone do opracowanego programu do numerycznej analizy
procesow zmeczeniowych. Dla kazdego wyniku badan zostaly utworzone serie
eksperymentalne. Nastepnie zostaly wyznaczone doswiadczalne dystrybuanty trwatosci
zmeczeniowej DDTZ oraz dwie dystrybuanty trwatosci zmegczeniowej
z zastosowaniem modelu niestacjonarnego.

Macierz prawdopodobienstw przejS¢ zostala wygenerowana na dwa sposoby: bez
uwzglednienia wptywu interakcji uszkodzen zmeczeniowych (DTZ 1) oraz z uwzglednieniem
wplywu interakcji uszkodzen (DTZ 2) z zastosowaniem nieliniowej hipotezy kumulacji
uszkodzen zmeczeniowych Hashina [7]. Otrzymane dystrybuanty zostaly przedstawione na
rysunkach 3 oraz 4.
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Rys. 3. Dystrybuanty trwalosci zme¢czeniowej dla badania 1
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Rys. 4. Dystrybuanty trwalosci zmeczeniowej dla badania 2

4. WNIOSKI

W opracowanym oprogramowaniu zostal zaimplementowany bazujagcy na wlozonych
fancuchach Markowa stacjonarny oraz niestacjonarny model Bogdanowa—Kozina. Wyniki
obliczen dystrybuant za pomocg tego modelu zostaly pozytywnie zweryfikowane poprzez
duza zgodno$¢ otrzymanych dystrybuant z dystrybuantami uzyskanymi z danych
eksperymentalnych oraz przy uzyciu modelu Weibulla.

Poprawno$¢ dzialania oprogramowania zostala dodatkowo zweryfikowana przy uzyciu
danych z dostepnych w literaturze badan zmeczeniowych wykonanych przez Z.W. Birnbauma
1 S.C. Saundersa [6]. W tym przypadku zostaly porownane dystrybuanty trwatosci
zmeczeniowej uzyskane za pomocg opracowanego oprogramowania z dystrybuantami
dostepnymi w zrodlowej pracy. Porownanie to dato wynik pozytywny.

Przy uzyciu opracowanego oprogramowania mozna wyznacza¢ trwalo$¢ zmeczeniowa nie
tylko dla proceséw zmeczeniowych zgbdw kot walcowych, ale takze innych czgsci 1 zespotow
maszyn oraz urzadzen.

Planowana jest dalsza rozbudowa opracowanego oprogramowania o nowe modele
Zmeczeniowe.
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