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STATECZNOSC PRETOW PROSTYCH W SWIETLE
OBLICZONYCH PRZYKEADOW

Streszczenie: Praca bazuje na teorii opracowanej przez autora. Podano w niej
liczne wnioski wynikajqce z bardziej istotnych przykladow znanych z literatury
oraz z obliczen wlasnych, poprzednich i nowych, poszerzajgcych wiedz¢ w tym
zakresie. Przebadano osiemnascie pretow o szesciu rozmych, lecz nieco
podobnych co do wielkosci przekrojach i majgcych po trzy diugosci. Pokazano
okreslone dla nich zamkniete linie krzywe nazwane przez Wilasowa izostabami.
Te ostatnie sq zbiorami punktow, gdzie sita podiuzna o danej wartosci
ustawiona mimosrodowo powoduje utrate statecznosci. Rodzina takich linii
tworzy obraz pewnych nowych izopowierzchni  krytycznych. Wyniki
uzupetniajg wykresy izostab Wilasowa okreslonych dla sit o nieskonczonych
wielkosciach iich wplyw na wykresy obcigzen krytycznych preta przy
mimosrodowym dziataniu. Nawigzano tez do przedstawianych poprzednio
granicznych powierzchni krytycznych preta. Catos¢ tych badan poszerza
wiedzg na temat wieloparametrowego charakteru utraty statecznosci pretow
prostych.

INSTABILITY OF STRAIGHT BARS IN THE LIGHT OF
CALCULATED EXAMPLES

Abstract: The paper is based on own theory. It gives numerous conclusions
following from more important examples known from literature and from
own calculations, previous and new, extending the knowledge in this
domain. There were investigated eighteen bars with six a little similar with
regard to magnitude cross-sections, having for each three lengths. There,
were shown closed curves called by Viasov as izostaba. The lasts are the set
of points of eccentric force positions with given value, inducing bar
instability. Family of such lines is forming picture of certain new critical
izo-suraces. Presented results are completed by diagrams of Vlasov’s
izostabs determined for forces with infinite value and its influence on graphs
of critical eccentric forces. There, are given comparisons to ultimate critical
surfaces for the same bas, presented previously. All these investigations
extend knowledge about multi-parametrical character of instability of
straight bars with any cross-sections.

Stowa kluczowe: dowolne prety proste, powierzchne krytyczne, izostaby
Keywords: any straight bars, critical loadings and surfaces, izostaba lines

1. WPROWADZENIE

Zjawisko utraty statecznosci réznego rodzaju konstrukcji jest od wielu lat przedmiotem badan.
Dotyczy to skomplikowanych przestrzennych struktur prgtowych, ptyt, powlok, a nawet
pojedynczych pretow. Najczesciej sa to obiekty jednorodne, wykonane z jednego materiatu.
W ostatnich latach autor, wykorzystujac mozliwosci swojej teorii, wykonatl szereg przyktadow
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porownawczych dla pretow kompozytowych, a wigc zawierajacych wigcej niz z jeden materiat
[5-9, 11, 12-18, 20, 23, 25-29]. Ma to na celu lepsze poznanie ich zachowania w zakresie
mechaniki 1 wytrzymatos$ci. Czgs¢ z tych prac dotyczyta utraty statecznosci. Istotng role odgrywa
tu skrecanie, nagminnie pomijane w procesie projektowania. Autor krok po kroku wykazat [1-
34], ze analiza mechaniczna 1 wytrzymalosciowa prgtow o dowolnych przekrojach peinych
1 cienkosciennych oraz kompozytowych powinna przebiega¢ w identyczny sposob. Réwnania
rownowagi kazdego rodzaju preta sg identyczne dla obranego rodzaju analizy (statyka, dynamika
itd.). Natomiast obliczanie potrzebnych tam charakterystyk geometrycznych takze zwigzanych
z deplanacja przekrojow spowodowang skrecaniem, masowych 1 dla interakcji z otaczajgcym
osrodkiem (np. oddzialywanie gruntu) moze by¢ mniej lub bardziej skomplikowane.
W konsekwencji dla kazdego rodzaju przekroju preta mozna do$¢ precyzyjnie obliczy¢
potozenia $rodka S$cinania, momenty skrgcajace oraz zwigzane z nimi sity przekrojowe.
W efekcie wyznaczymy odpowiednie naprezenia wycinkowe zar6wno normalne, jak 1 styczne,
osiggajgce bardzo duze wartosci [27]. Szczegdlnie cickawe rezultaty osigga si¢ tu w zakresie
utraty statecznosci pretow prostych.

W obecnej pracy wykonano obliczenia porownawcze dla serii osiemnastu pretow majacych
szes¢ roznych przekrojow poprzecznych — dla kazdego z nich po trzy dlugosci. Przekroje sa
podobne do siebie jedynie co do wielkosci. Trzy z nich sg cienko$cienne otwarte lub zamknigte,
pelne 1kompozytowe, o wigkszym momencie bezwladnosci wzgledem osi poziomej lub
pionowej — rys. 1. Dla wszystkich tych pretow wykorzystano te same wzory, obliczajac
tradycyjne gietne sity krytyczne Eulera 1 skr¢tne Wagnera oraz sity krytyczne uwzgledniajace
wyboczenie gigtno-skretne, gdy mimosrodowe obcigzenie podtuzne zmienia swojg pozycje na
pionowej osi symetrii przekroju.

1)

Rys. 1. Analizowane przekroje

W ten sposob otrzymano takze izostaby dla szeregu wartosci sit Sciskajacych, co w efekcie dato
obrazy nowego rodzaju — izopowierzchnie krytyczne, ktdére pordéwnano z izostabami Wilasowa
[30], otrzymanymi dla sit o nieskonczonych wartosciach. Cato§¢ rozwazan odniesiono do
wykresow granicznych powierzchni krytycznych otrzymanych dla pretow poddanych dzialaniu
sity podtuznej 1 momentéw zginajacych prezentowanych w poprzednich pracach autora w roku
ubieglym, w tym czgsciowo podczas X VIII Szkoty w Szczyrku [28, 29].

Jak wynika z powyzszych informacji, utrate statecznosci prgta mozna zilustrowaé na kilka
sposobow. Kazdy z nich przedstawia to dos¢ enigmatyczne zjawisko w innym swietle.
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Omowione powyzej obliczenia przeprowadzono za pomocg programu MS Excel. Przy okazji
zwrocono uwage na doktadno$¢ obliczen.

2. OPIS ANALIZOWANYCH BELEK

Przekroje analizowanych belek wzigto z poprzednich prac autora [5, 10, 25-29] i pokazano je na
rys. 1. Wartosci ich charakterystyk geometrycznych obliczone we wspomnianych pracach
podano w tablicy 1: dla dwuteownika [5, 11] przedstawiono je w dwdch wersjach obliczone
doktadnie metodami wytrzymatosci materiatow (typ 1) 1 obliczone za pomoca catek Mohra
(CM) (1a), przekrdj skrzynkowy [5, 11] (typ 2), tréjobwodowy [5] (typ 3), jednorodny przekroj
prostokatny 1 kompozytowy [25-29] typu (5 1 6) oraz prostokatny przekrdj jednorodny z ksigzki
Wiasowa [30] (typ 4). Wszystkie przekroje sg bisymetryczne, co znacznie uproscito
obliczenia. Dla preta o danym przekroju przyjeto trzy dlugosci: /=200, 400 1 600 cm.

We wszystkich przypadkach przyjeto, ze trzy funkcje przemieszczen osi preta sg swobodnie
ograniczone na koncach (swobodne podparcie).

Tablica 1. Wazniejsze dane dotyczace analizowanych belek

T > 7 7 7 = _

przg- Opis przekroju A 1 Iy @ 0| E= E, K,

kroju cm? cm* cm* em® em | kN/em? | kN cem?
1 Dwuteownik — dokladnie 59| 4574,91| 1334,91| 133333| 1| 22527,47| 160000
la Dwuteownik CM 60| 4666,66| 1333,33| 133000| 1| 22527,47| 160000
2 Skrzynkowy 30| 583,33| 1666,66| 2777,77|0,5| 22527.47| 10666666
3 Tréjobwodowy 70| 1417,70| 12926,66 | 32608,50|0,5| 22527,47| 14348555
4 Prostokat Wiasowa 10| 83.333 0.833 0| 1 20500| 26666,66
5 Prostokat jednorodny 10 x 12 120 1440 1000 145,09 1 20500| 13929133
6 | Prostokat kompozytowy 10x 12 | 43.902| 805,85| 594,15 84,49 1 20500 7888746

Przekroje typu 1 do 5 s3 jednorodne 1 wykonane ze stali (z modutem Younga E = 205 GPa).
Natomiast przekrdj typu 6 zawiera stal (z modutem Younga E = 205 GPa) i drewno (E =
10 GPa). Przekroje dobrano tak, aby byly mozliwe tatwe poréwnania wynikéw. Do obliczenia
charakterystyk geometrycznych dla przekroju pelego typu 5 i kompozytowego typu 6 —
zbudowanego z dwoch materialdw — zastosowano modelowanie preta jako zespotu
pryzmatycznych rur cienkosciennych, umieszczonych szczelnie jedna w drugiej. Tablica 1
zawiera sprowadzone charakterystyki geometryczne przekrojow odniesione do sprowadzonego
modutu Younga E (patrz [5, 11, 25-29]).

3. JEDNOLITE KRYTERIUM UTRATY STATECZNOSCI I GEOMETRYCZNEJ
ZMIENNOSCI KONSTRUKCJI

Autor doszedt do wniosku, ze Iacznie dla zagadnien utraty stateczno$ci oraz dla oceny
geometrycznej niezmiennosci dowolnych konstrukcji, w tym pojedynczych pretow, plyt, powlok
1 uktadow konstrukcyjnych zbudowanych z wielu takich 1 innych elementéw, mozna stosowac to
samo jednolite kryterium o postaci [10, 16, 19, 21]:

f(P,o,v,a,M,m,d,t)=det[W (P, w,v,a,M,m,d,t)]|=0, (1)
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gdzie W jest glbwnym wyznacznikiem uktadu rownan opisujacych stan réwnowagi konstrukcji.
Natomiast pozostate symbole oznaczaja uog6lniony system obcigzen zewngtrznych, czestose
drgan wiasnych, predkos¢ i1 przyspieszenie obcigzenia, poruszajaca si¢ po obiekcie mase,
tlumienie 1 czas. Wyznacznik mogg tworzy¢ roéwnania rézniczkowe (Euler), réZznicowe, macierze
sztywnosci utozone Metoda Roznic Skonczonych lub Metoda Elementéw Skonczonych,
zarowno dla statyki, jak 1 dynamiki, w tym dla teorii pierwszego i drugiego rzedu, ewentualnie
inne. Zerowanie si¢ wartosci takiego wyznacznika oznacza geometryczng zmienno$¢ uktadu
konstrukcyjnego lub jego utrat¢ statecznosci. Tak skonstruowane kryterium moze zaleze¢ od
wielu nastgpnych parametrow: ksztaltu przekroju, warunkoéw brzegowych, stosowanych

materialow, symetrii lub bisymetrii przekroju 1 zapewne wielu innych.

Dla potrzeb przebadania utraty statecznosci pretow prostych o dlugosci / rozpatrywanych

w tej pracy jednolite kryterium (warunek (1)) jest zapisane jak nizej [5, 11]:

(P-P) 0 d,
f(P)=det[W(P)]=det| 0 (P-P) d, =0,
A2d1 Asdz A],,2(P_]3ca)

gdzie zaktadajac mimosrodowe przylozenie sity podtuznej, napiszemy:

dl=M2+PU3A=M2_Pn3P+Pn3A=M2+P(U3A_n3P) oraz dzzMs_PnzA

2 T 2 EI
P, ZEi2A3(O£n)2 :%a B :EI_3A2(O‘n)2 =2 AlZzEIS
f_:) :%[EicﬁAl(an)z +Ks _2ﬂ2M3 +2ﬂ3M2 +2ﬂ6‘3B]’
r

2)

)
4)

b B, = P, + 5[~ 2P0 B, 2P, B, +25,B) oraz B, =~ [E 1,40, F +K.] . (5)
r

r

W powyzszych wzorach oznaczono:

o, =nm /[ oraz dla pierwszych (najmniejszych) sity krytycznych przyjeto n =1,

E —sprowadzony modut Younga przyjety dla calego przekroju (tu dla stali),

A, — wspollczynniki definiujace warunki brzegowe preta (w naszych zadaniach 4, =1
dlai=1,2,3),
I, Is — sprowadzone momenty bezwladnosci przekroju liczone wzgledem gtéwnych

sprowadzonych osi srodkowych przekroju 7, 1 75,
I» —sprowadzony wycinkowy moment bezwtadnosci przekroju,

M, M; B — sily przekrojowe: momenty zginajace liczone wzgledem osi 7, i 75 oraz

bimoment — liczone wzgledem poczatkowej nieodksztalconej konfiguracji preta,

N — podtuzna sila rozciagajgca przylozona na koncach catego preta (zobacz [2], s. 233,

rownanie (9.29)),

M4, Tha — wspbdlrzedne bieguna glownego przekroju (w teorii pierwszego rzedu

identycznego ze srodkiem Scinania),
N,p> M — WSpOIrzedne punktu przylozenia sity poduzne;  P.

Ponadto, w ogélnym przypadku, wykorzystujac uklad glowny [5], cztery wielkosci

wystepujace w powyzszym warunku (2) i w (4) oblicza si¢ ze wzorow:
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ﬁfzﬁiﬁohfd2+§m9%bdZ}th=5%§nﬂde ©)
po= s s A flo P it = ot ™
ﬁ‘b:i (2)2@d2+3§(n3)2a3dZ]:ij;d)pde , (8)
ST S ©)

Oznaczono tu p’ :( 2)2 +(173 )2, gdzie p jest dlugoscig promienia wodzacego potozenia

elementarnej sprowadzonej powierzchni dA. Z tego powodu jest to wielkosé zawsze
dodatnia. Dla przekrojow bisymetrycznych, gdzie biegun glowny pokrywa si¢ z poczatkiem
gldwnych sprowadzonych osi bezwladnosci przekroju, 1,,=n,, =0 1 powyzsze wielkoSci
bardzo si¢ upraszczaja:

2bth o ppep, -0, (10)

14 =
A
Tak postawione zadanie autor analizowal na wiele sposobow, z ktérych wymienione sg tu
tylko nastepujace:

— Dila sily ustawionej osiowo (zadanie Eulera).

— Poszukiwanie obcigzenia krytycznego przy wytrzymalosci ztozonej (sita podtuzna i dwa
momenty zginajace w dowolnej proporcji), co prowadzi do wyznaczenia granicznej
powierzchni krytycznej. Zadanie to rozpatrzono na poprzedniej konferencji [29].
Bezpieczne konfiguracje wymienionych obcigzen znajduja si¢ wewnatrz takiej
powierzchni.

— Wspornik obcigzony krytycznym obcigzeniem ciggltym (na zlecenie przemystu) [1, 24].

— Obcigzenie krytyczne mimosrodowa sila dzialajaca na osi symetrii przekroju (patrz
rozdziat §).

— Poszukiwanie izostab dla preta o danej dtugosci 1 warunkach brzegowych oraz przy
mimosrodowo dzialajacej sile podluznej o konkretnej wartosci. Zespot takich izostab
daje izopowierzchnie krytyczng (patrz rozdzial 7). Stany krytyczne wystepuja tylko na
takiej powierzchni.

4. SILY KRYTYCZNE WEDLUG EULEA 1 WAGNERA

Przy osiowym ustawieniu podtuznej sity Sciskajacej P warunek (1) spetniajg trzy tradycyjne
sity (3) do (5), (poniewaz wtedy d, =d, =0). Dwie z nich, P, i P,, sg krytycznymi sitami
gietnymi Eulera, a trzecia P, powoduje wyboczenie skretne Wagnera. Najmniejsza z nich jest
obcigzeniem krytycznym: dla rozpatrywanych belek o przyjetych przekrojach obliczone
warto$ci tych sit zestawiono w tablicy 3. W tej tablicy pogrubionym drukiem wyrdzniono

najmniejsze z tych trzech sil, a wigc obcigzenie krytyczne przy osiowym ustawieniu sily
podtuzne;.
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5. UTRATA STATECZNOSCI PRETA PRZY WYTRZYMALOSCI ZLOZONEJ

Zagadnienie to rozpatrywano m.in. w pracy autora przedstawionej podczas obrad poprzedniej
XVIII Szkoty w Szczyrku [29]. Podano tam obszerne wyprowadzenia dla preta obcigzonego sitg
podtuzng 1 momentami zginajacymi dziatajacymi w plaszczyznach glownych jego przekroju, rys.
2. Statyczng analizg utraty statecznos$ci przeprowadzono dla belki o dtugosci 1 = 400 cm, rys. 2.
Miata ona wariantowo siedem réznych przekrojéw prostokatnych, o wysokosci 12 cm, oraz
6smy byt dwuteownikiem (rys. 1, typ 1). Z uwagi na zalozone juz w tytule pracy analizy
poroOwnawcze, wariantowano nastgpujgce parametry zadania:
— stosowano dwa schematy preta — swobodne podparcie 1 wspornik,
— belki obcigzano jednoczesnie sitami podtuznymi dziatajacymi osiowo lub z mimosrodem
1 momentami zginajacymi,
— obcigzeniom zewngtrznym — sitom skupionym 1 momentom zginajacym — nadawano
rézne wartosci (proporcje),
— stosowano osiem roznego typu przekrojow poprzecznych belek,
— pie¢ przekrojow modelowano na dwa sposoby, aby okresli¢: polozenie $rodka $cinania,
wspotrzedne wycinkowe (funkcji deplanacji przekroju), wycinkowy moment bezwtadnosci
oraz sztywno$ci na skrecanie przekrojow.

, M

Mz

1 fan

3

Rys. 2. Schemat preta obcigzonego sitg podtuzng i momentami zginajacymi

Wszystkie obliczenia przeprowadzono na podstawie dokladnych wzorow wyprowadzonych
analitycznie, przy wsparciu programu MS Excel (patrz rozdz. 10 1 11). W efekcie wyznaczono
graniczne powierzchnie krytyczne, pokazane tu dla przekrojéw typu 1, 516, narys. 3.

I [kM_]J"”
g

. '|§f| 1 [kMerr]

[ L Y Sl SRR

'J.I'-.'Is Jkriem]
Rys. 3. Graniczne powierzchnie krytyczne dla pretow o dlugosci 400 cm 1 o przekrojach 1, 5,
6. Obszar bezpieczny znajduje si¢ wewnatrz tej powierzchni
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Inne zadanie, wykonane na zamdwienie, dotyczyto sprawdzenia mozliwosci utraty statecznos$ci
przez stupy wsporcze ekranow akustycznych autostradowej obwodnicy Wroctawia [24]. Tam
otrzymane obcigzenia krytyczne obliczone teoretycznie, z duza dokladnoscig potwierdzono
doswiadczalnie [1].

6. ROWNANIA IZOSTABY DLA PRETOW OBCIAZONYCH MIMOSRODOWO

Izostaba zgodnie z definicja podang przez Wiasowa jest linig okreslajacg zbioér punktow
ustawienia mimosrodowego sity podtuznej o danej wartosci, powodujacej utratg statecznosci
preta. Zadanie takie definiuje rys. 4a. W tym przypadku gléwny wyznacznik trzech rownan
rozniczkowych preta (2) po przyjeciu

d,=PM;,—Nsp) oraz d, :P( 2P _772A) (11)

oraz bez zmian (3)1 (4), przyrOwnany do zera, daje nastgpujace rOwnanie:
W) =P~ 2)-(P=P)A| (2, =~ P)= 2P,y + P )+ 26,P 4 1
—P2A2(P—P2)-(773A _773P)2 —P2A2(P—P2)-(773A _773P)2 _PA3(P_P3)'(772P _772A)2 =0

a) . =1 . b) = |

=y //P

. 2A; 3 ] A AL~
2PA 3p ’ ‘ ~ A 2 P g
i\ 3P
3l P ¥ 0 /3
Rys. 4. Schemat preta obcigzonego mimosrodowo silg podtuzng a) 1 szczegdlny przypadek,
gdy sila ta dziata na osi symetrii przekroju b)

Jesli pomnozymy réwnanie (12) przez P, to otrzymamy:

*

_ A3(772A_772P)2 _ A2(773A_773P)2 _2A1ﬂ2772P_2A1ﬂ3773P 24,8, Q 2 _
+ +A4r =0 . (13)
BN BB B, B, B
P P P P P P P

Oznaczajac dla skrocenia zapisu wspotrzedne przylozenia sity P przez: n, =n,,, 10, =1;p,

otrzymamy nastepujace rOwnanie izostaby:

4, (772A 1, )2 _ 4, (773A —1 )2 _ 24,B,m, _ 24 Bm;  24B,Q 2 _
+ +4r°=0. (14)

2\ (B )y By B, B
P P P P P P P

Jesli przekrd) jest bisymetryczny, to wtedy jest prawdziwe: n,,=n,,=0 oraz

B, = B; = B, =0. W konsekwencji wzor (14) przyjmuje znacznie krotsza postac:
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2 2
-5 A3("7212 -7 Az(_mP) +A4r° =0 (15)
22 1 221 Iy [ 1Y o |
P P P P
Po podzieleniu powyzszego rownania przez A, otrzymamy:
2 2
(_772) + (_773) =1 . (16)
rzAl[Pz_lj. By 2A(B ) [h
A, \ P P A, \ P P

Tak wigc w ogdlnym przypadku izostaba dla przekroju bisymetrycznego 1 konkretnej wartosci
P jest elipsg o rOwnaniu:

2 2
(;722) N ;723) _1 (17)
ktorej dtugosci polosi zaleza od sit krytycznych Eulera 1 Wagnera oraz od warunkow
brzegowych przyjetych dla trzech funkcji przemieszczen [5] 1 wynosza:

a=r A i—1 . i—1 oraz b=r A 5—1 . i—1 . (18)
A\ P P A, \ P P
Jesli sita P przyjmuje warto$ci +oo lub -0 [30, 4, 5], to réwnanie (14) sprowadza si¢ do

postaci (znikneto P!):
- A3( 24 )2 - Az (773A -1, )2 + 2A1ﬂ2772 + 2A1ﬂ3773 _2A1ﬂ(;) Q+ A]r2 =0. (19)

Jednoczesnie dlugosci potosi elipsy rownos¢ (17) zapisujemy bardzo prosto:

a=r A oraz b=r i (20)
A3 AZ

Tak wiec 1 nawet w tym przypadku izostaba dla przekroju bisymetrycznego jest elipsa.
Natomiast dopiero jesli warunki brzegowe dla trzech funkcji przemieszczen sg identyczne
(u nas ograniczone swobodnie) dla dwu ugiec 1 obrotu osi, a wigc gdy A4, =4, =4, =1 [5,
11], to dopiero wtedy izostaba staje si¢ kolem o promieniu » 1 mamy (patrz tablica 2):

(,) +(n,) =r*  oraz a=b=r. e2))

Jest to wigc kolejna niescistos¢ podana przez Wiasowa [30].

7. IZOSTABY 1 IZOPOWIERZCHNIE KRYTYCZNE DLA OMAWIANYCH BELEK
Kolejne izostaby wyznaczano z wyjatkiem przyktadu Wiasowa dla sit P o wartosciach 0,1 kN,

1 kN, 100 kN 1 dalej co 100 kN. Otrzymane wyniki dla dwoch pierwszych wartosci sit
przedstawiono w tablicy 2 1 dla pozostatych wartosci sity P pokazano je na rysunkach 5-11.
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Tablica 2. Polosie elips-izostab dla sit podtuznych o matych wartosciach

Typ . P—1kN P=10kN

P\ pryekroju a b M =alb a b M= alb
cm cm cm cm cm cm

Dwuteownik 200 | 15136560 | 8176023 | 1.8513 | 1512631 | _ 8166,97 | 1,8521
1 | Charakt. obl. | 10,008 [400 | 46841,08 | 25297,61 | 1,8516 | 4674,67 | 252031 | 1.8547
Dokladnie 600 | 26157.65 | 14123,67 | 1,8520 | 2606,73 | 140201 | 1,8592
Dwutcownik 200 | 152718,63 | 81627,56 | 1,8700 | 15261,57 | 8153,71 | L8717
la| Charakt. obl. | 9,999 [400 | 47276,74 | 25265,59 | L8711 | 4718,02 | 2517,12 | 1,874
catkami Mohry 600 | 2640749 | 14109.26 | 1.8716 | 2631.71 | _1400.57 | 18790

200 | 186077,21 | 314560,17 | 0,5915 | 18581,28 | 31439,73 | 0,5910

2 Skrzynkowy 8,660 | 400 | 92945,12 | 157169,35 | 0,5913 | 924241 15685,85 | 0,5892

600 | 61909,33 | 104740,75 | 0,5910] 6112,70 | 10427,81 | 0,5861

200 | 338352,06 | 1021746,62 | 0,3311 | 33813,73 | 102161,77 | 0,3309

3 | Tréjobwodowy | 14,315 | 400 | 168350,70 | 508467,21 | 0,3310 ] 16795,47 | 50830,72 | 0,3304

600 | 112100,01 | 338669,79 | 0,3310 ] 11151,45 | 33845,71 | 0,3294

Prostokat 200 | 33522,10 3311,92 | 10,1216 | 3348,15 292,68 | 11,4394
4 Wiasowa 2,901 | 400 | 16755,08 1594,43 | 10,5084 | 1668,09 37,71 | 44,2261

(a,b) x 0,1 600 | 11163,42 990,82 | 11,2667

Prostokat 200 | 318508,77 | 26541596 | 1,2000 | 31830,98 | 26517,79 | 1,2003
5 jednorodny 4,509 | 400 | 159218,43 132665,99 | 1,2001 | 15882,32 | 13219,18 | 1,2014

10x 12 cm 600 | 106108,77 88399,91 | 11,2003 | 10551,57 8768,74 | 11,2033

Prostokat 200 | 179302,15 | 153952,75 | 1,1646 | 17910,07 | 15371,91 1,1651
6 | kompozytowy | 5,647 | 400 | 89616,25 76936,37 | 1,1648 | 8921,76 7647,21 1,1666

10x 12 cm 600 | 59707,25 5124798 | 1,1650 | 5910,86 5054,96 | 1,1693

Rysunek 5 podaje obraz izostab dla dwuteownika widzianych w rzucie na plaszczyzng O0n,n,

bez wskazania odpowiadajacych im wartos$ci sity P. Te same izostaby narysowano w pewnej
aksonometrii na pierwszym rysunku 6, pokazujac jednoczes$nie skale dziatajacych sit.

1)
L=200 cm

a[cm] . _ | a [cm] 2 [Cm]

b [cm]
3 [cm]

Rys. 5. Zestaw izostab dla r6znych wartosci mimosrodowej sity podtuznej (porownaj rys. 6)
wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych
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| s feml” o]
, 3
03 rcm] ) O
Rys. 6. Izopowierzchnie krytyczne dla trzech dlugosci pretow o przekroju dwuteowym
wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych

2)
; v P [kN] i
: L A : ‘ e b [ern)]
L=800em/” 77
2) b a fom] a fom] Qg[cm

b t t } {
“rur E1LH L HG [y} ¥
i
A I
[ i

A

=200 cm

Rys. 7. Izopowierzchnie krytyczne dla trzech dlugosci pretow o przekroju skrzynkowym
wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych
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Rys. 8. Izopowierzchnie krytyczne dla trzech dlugosci pretow o przekroju prostokatnym
jednorodnym wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych

Rysunki 8 1 9 pozwalaja porowna¢ mozliwos¢ utraty stateczno$ci dwoch pretdw o przekrojach
10 x 12 cm: pelnym stalowym (rys. 8) 1 kompozytowym zawierajagcym rdzen drewniany (rys. 9).
Pierwszy z nich jest znacznie odporniejszy na wyboczenie. Podobnie jak na poprzednich
rysunkach, sklonnos$¢ do wyboczenia wzrasta wraz z dlugoscig preta, co wiadome jest od dawna.

s by ] -l_,»--'n::-la [em]

" L=200 e

- il L=a00 cm /

R r_m_| jl 2 [CI'T'I] & [orm] fee——"
e e

! 4 ~ =800 om -
| afem]'/2 [Cm] alfem] ="
e S

o afom]ii2 [Gm]

foalem] . Ii

PR W
i

bfem] ,

by [eam)] \

= 4 [cm] " 73 [om]

b [em)
k ._\.‘/._.(_\ ’ ’_.‘.'
pom)

Rys. 9. Izopowierzchnie krytyczne dla trzech dlugosci pretow o przekroju prostokatnym
zbudowanym z dwoch materialow wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych
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Na rysunku 11 pokazano fakt, ktory dotyczy rowniez wszystkich pozostatych rysunkow 6 do 10,
ze izopowierzchnie krytyczne maja tu dwie czasze. Dolng (rys. 11 dla preta o dlugosci 200 cm)
o szczycie rownym wartosci sity krytycznej gietnej Eulera przy osiowym jej ustawieniu —
dotyczaca faktycznych sit krytycznych, oraz goérng zwrdcong wierzchotkiem w dot (sita
krytyczna Wagnera), aotwartg goérng krawedzig zdazajaca do cylindra kolowego izostaby
Wiasowa. Na rysunkach 6 do 10 naniesiono tylko dolne czasze izopowierzchni krytycznych.

5 ! [em)

Rys. 10. Izopowierzchnie krytyczne dla trzech dtugosci pretow o przekroju trojobwodowym
wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych
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8. MIMOSRODOWA SIEA KRYTYCZNA DLA BELEK SYMETRYCZNYCH

Jesli przekroj jest symetryczny i mimosrodowa sifa podiuzna jest ustawiona na osi symetrii 1,
rys. 4b, to wtedy z rownania (2) przeksztalconego do postaci (12) lub (13) mozna otrzymac
warunek utraty statecznosci preta zapisany nastgpujaco:

C P’ +C,P+C, =0, (22)

gdzie:

: C.=Ar’PP.
G ZAl(V2+2ﬁ3773p—2ﬁaa Qj_Az(nsA _773P)2 ) 3 ro3te

. (23)
G, = _Al{rz(Pw +133)+2P3(133773P - B, Qﬂ
Z uwagi na bisymetri¢ rozpatrywanych przekrojow mamy n,, =n,,=01 3, =6, =6, =0,
stad powyzsze wyrazenia upraszczaja si¢ wtedy do postaci:
C1:A1r2_A2(773P)2’ C2:_A1r2(Pw+P3)’
C,=Ar’PP,.

L=60C cm
P [kN]
[2 b blem
3 / a [om] [22 [cm]
P [kN] =S

b [em]

Oz b fom]

L=200 cm ‘Og[cm]rp [kN] s b [om]
e J—Hﬂ]
-1 i
\‘ﬁ—ﬁu
e s — S = P S ——

20 o

Rys. 11. Izopowierzchnie krytyczne dla trzech dlugosci pretow o przekroju prostokatnym
(Wtasowa) wyznaczone dla dodatnich sit — $ciskajacych
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Rozwigzanie rownania (12) daje trzy pierwiastki. Pierwszy P, =P, rowny jest sile
krytycznej Eulera (3);. Natomiast dwa pozostale P, i P, wyznaczamy z rownania (20).

Wykresy tych ostatnich sit pokazano na rysunkach 12 do 17. Najmniejszy z tych

pierwiastkow jest sitg krytyczng. Na przecigciu si¢ osi uktadu pokazano kola izostab Wiasowa
dla sit P o nieskonczonej wartosci.

PKZ [MN] f"IJ'?* Pk [MN] pr2 N || L] Pt g PI2 [MN] f [ R Pl [N
Pk1 Ef" Pt L=200 cm T =400 cm ” L=600 cm
[ e R e e l:
Pl 1) - ] 19 4 : B 1)
i \ k1)) Ll Pe ! PE1 Pict /

1
-
J
]
=
N

o : % Pkz Pk2 o lem] P2 Pr2 (e cm]
i v R ey A B [ pe
] x Fh1 | NI Pk £
Pkl % 7 = F J/PKi W T s [F
Rys. 12. Wykresy sit P, 1 P,,, gdzie P, = P, jest znacznie wigksza od sity krytycznej
Pkr = Pk2

Po obu ich stronach pokazano pionowe asymptoty, do ktorych zmierzaja wykresy sity P,
1 P,,. Czym pret jest dluzszy, tym sita krytyczna P,, jest mniejsza. Nalezy zwroci¢ uwage, ze
na podanych wykresach poszczegélne sity P, 1 P, maja inne skale jednostek: kN, MN,

10 MN, 100 MN. Rozciggajace sity krytyczne sa mozliwe jedynie na zewnatrz izostab
Wilasowa.

T T
PRI k}‘* PE1 ||": '4'"
L Fel 'I_; P PRl | | PRI
PR2 MN] || | PRA [1OMN] [y e
' Pk2 [MIN] A Pt [10 MN] 1
1 " Pk? [KIN] 11 Pk1 [10 MN]
L=200 em L=400cm | L=600cm
ez | E [Pz 2) F 2 o 2)

h
ad
a

,,,,,,, ~ L r[cm] e F[ e tem] —— “.-‘i-‘ —

i —u, | 5 a0 e e L T 1 s R LA T 10
: k

SR (] A
L Vi
1

Rys. 13. Wykresy sit P, 1 P,,, gdzie P, = P = P, jest silg krytyczng jako najmniejsza

AT P e | i | Prowa I| W | PO kN
Pl J Ph1 PH1 ".—".'“ Ph1 P |1 | et
0 |1y, L=200 cm g i
i‘ 3} Ll I']
T Ty L=400cm T |5 L=60Dcm
TS b 4= il = e
) e [ ] H- '
Pez| Lk || P2 -
eyt ’ T fafem] —\ ¥ N — [0 [om] [l g ) ‘; 2 e )
Pt Pk - 1 4
2§ | 5 f K1 VS e
(8] Ts i/ Y = !

Rys. 14. Wykresy sit P, 1 P,,, gdzie P, = P = P, jest silg krytyczng jako najmniejsza
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Pk2 [kN] Pk1 [MN] PKZ[KN] |3 PE1[MN] PKZ [kN PK1 [MN]

4) PEA P k1 k1

PE1 PF‘:’ S =200 cm P 4)
il § [eL=e00cm U [+ L=600 cm

PR Pz B2 T _ o Vi
[z [om] B i ER2 {halom] P2 Pz e [om]
o ] R .."I- & = '.n= }l;r = _. = ] - j ™ w I I o — 1a

PRt [T P =1 | e P1 P

i [k

Rys. 15. Wykresy sit P 1

P

k2>

Pkr :PkZ

gdzie P, = P, jest znacznie wigksza od sily krytycznej

Wszystkie galezie wykresow sit P, w poblizu asymptoty wzrastaja do nieskonczonosci.

Natomiast P,, dopiero w odleglosci 1.0E-15 cm od izostaby Wlasowa wykazuja osobliwosc,
co symbolicznie w skazonej skali pokazano na rysunkach.

Pkr :PkZ

Pk1 [100 MN] ”][ Plc1 [100 MKN] Pl [100 KN] IT" Pl [100 MN] Pt [100 WN] l, Pl [100 KN]
o) :
o > 5)
) Lizoo cm ;-. 11.=600 cm
B N T L : S
o o e P&z [WIN] 2 e 7
[aelom]| | ——— i . 3 IO 1 P31 T (o)
. ot | [ T e e e . T e |
S [l p " [l v
Fk1 [0 KK f," Pl [10 KN Pt [10 MN] "‘ i [ PR 10 MIN] PK1 10 MN] | : £ PK1[10 BN]
iy | J| 1 i“-'? |l 1 { _4 ||
Rys. 16. Wykresy sit P,,1 P,,, gdzie P,; = P, jest znacznie wigksza od sily krytyczne;j

PRT[100MN] | F PIT[100 MIN] Pk [100 MN] Pk1 [100 MN] Pk1 100 MN] P1 [100 MN]
i 5] 1
{ L=200 c¢m] I
FrZ [Mh g Pz (k] |{
T {hrlem] 14
Bt s T e Phz M) (L1 P2 MN] | |4
: I—_:I= - b 8T — wy : o.=__ *\I\ _'II W D.I_ ‘-I I E
P 10 mld{\ : 3 ,."I."<1 [0 MK PR1 [10 MM : [PK1 [10 M) Pk [10 MN] l: {PK1 TG KN
Vo 9 o INIREIN
T ) L]l oL

Rys. 17. Wykresy sit P 1P,

k2>

Pkr :PkZ

gdzie P, = P, jest znacznie wigksza od sily krytycznej

Tablica 3. Sity krytyczne F,a. (dla sity osiowej) oraz sity Eulera P, 1 P, oraz Wagnera P,

Typ /=200 cm /=400 cm /=600 cm

prze-

kro- P, P, |Ps=B| P P, P, P, |Ps=B| P P, P P, |Bs=P| B P,
ju kN kN kN kN kN kN kN kN kN kN kN kN kN kN kN
1) 8992 7411 25939 7411 8992 3448 1852 6484 1852 3448 2421 823 2882 823 2421
la) 8996 7420 25429 7420 8996 3447 1855 6357 1855 3447 2419 824 2825 824 2419
2) 142428 9264 3242 9264 | 142428 | 142273 2316 | 810,59 2316 | 142273 | 142245 1029 360 | 1029 | 142245
3) 71852 | 70904 7880 | 71851 70904 70241 | 17962 1970 | 17962 70241 70118 | 7983 875 | 7983 70118
4) 3168 4,21 421 4,21 3168 3168 1,05 105 1,05 3168 3168 0,46 46,83 | 046 3168
5) 685075 5058 7283 5058 | 685075 | 685048 1264 1820 1264 | 685048 | 685043 562 809 562 | 685043
6) 247393 3005 4076 3005 | 247393 | 247383 751 1019 751 | 247383 | 247381 333 452 333 | 247381
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W tablicy 3 zestawiono razem trzy pierwiastki F,a. rozwigzania zadania dla sity osiowej, sily
Eulera P, 1 P, oraz Wagnera P, . Sila krytyczna jako najmniejsza z podanych wartosci zostata

wyrdzniona pogrubionym drukiem. Podobng analiz¢ nalezy wykona¢ dla kazdego preta o danej
dhugosci, przekroju, ustawieniu sity, warunkach brzegowych itd.

9. KOMENTARZ DO SPOSOBU OBLICZEN I UZYSKANE REZULTATY

Wyniki obliczen przeprowadzono z wykorzystaniem programu MS Excel. Sg to bardzo proste
czynnosci powielane przy roznych dlugosciach pretow i1 zmieniajacych si¢ charakterystykach
geometrycznych przekrojow. Znacznie wigce] zabiegdw wymagalo sporzadzenie pokazanych
wyzej wykresow za pomocg programu AutoCAD Professional 2010 1 takie ich dopracowanie,
aby dalo si¢ je przedstawi¢ na stosunkowo niewielkiej powierzchni. Aby ten cel osiggnac
zrezygnowano z przedstawienia ich np. za pomoca dostepnej] w AutoCAD 2010 techniki 3D.
Charakterystyki geometryczne podane w tablicy 1 obliczano rowniez z wykorzystaniem
wlasnych programow.

10. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Po wykonaniu wielu testow numerycznych, o czym $wiadczg zacytowane nizej prace (i to nie
wszystkie), nalezy stwierdzi¢, ze zagadnienie utraty statecznos$ci nawet pojedynczego preta jest
nadzwyczaj skomplikowane 1 zalezne od wielu czynnikéw (patrz rozdz. 3 inastgpne). O tym nie
ma mowy przy obecnej praktyce projektowe;.

1. Najwazniejszym wnioskiem z tej pracy jest fakt, ze dokladniejsze obliczanie zespotu obcigzen
krytycznych jest mozliwe zarowno dla pretow cienkosciennych, jak i petnych, jednorodnych
1 kompozytowych.

2. Obcigzenie krytyczne wystepuje przy dziataniu sit podtuznych $ciskajacych irozciagajacych
[30, 2-4] oraz przy kazdym zestawie zewnetrznych obcigzen zlozonych, w tym poprzecznych
cigglych 1 skupionych.

3. Obecna praca pokazuje pewne niescisfosci w ocenie utraty statecznosci preta podanych przez
Wilasowa. W tamtym okresie obliczenia bez wykorzystania komputera nie pozwalaly na
wykrycie osobliwosci, jakie pokazano w pracy autora [5] 1 obecnie.

Inne wnioski, jakie przytaczat autor w poprzednich wspomnianych tu pracach pozostajg wazne.
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