MECHANIK 7/2015
XIX Miegdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji

Prof. dr hab. inz. Bogdan ZYGMUNT DOI: 10.17814/mechanik.2015.7.321
Dr inz. Krzysztof MOTYL
Wojskowa Akademia Techniczna

ANIMACJA KOMPUTEROWA LOTU POCISKU
RAKIETOWEGO W PAKIECIE MATHCAD

Streszczenie:  Przedstawiono  procedure — opracowywania — animacji
komputerowej  lotu  pocisku  rakietowego w  pakiecie MathCad.
Zaprezentowana procedura obejmuje budowanie dyskretnego modelu
fizycznego i modelu matematycznego pocisku rakietowego. Rownania
dynamiczne i kinematyczne opisujqce ruch postgpowy i obrotowy pocisku
rakietowego, stanowigce model matematyczny, zostaly zaimplementowane
w pakiecie MathCad. Na podstawie wynikow uzyskanych z symulacji
komputerowej opracowano animacje lotu pocisku rakietowego.

FLIGHT COMPUTER ANIMATION OF A ROCKET
MISSILE IN MATHCAD

Abstract: A procedure for the development of computer animation missile
flight in the Mathcad was presented. Presented procedure includes:
building a discrete of physical model and mathematical model of the
missile. The equations describing the dynamic and kinematic motion and
rotational of the missile, which are its mathematical model has been
implemented in the Mathcad. The simulation results were used to develop
computer animation.

Stowa  kluczowe: pocisk rakietowy, model matematyczny, symulacja,
animacja komputerowa

Keywords: rocket missile, mathematical model, simulation, computer
animation

1. WPROWADZENIE

Podczas opracowywania konstrukcji pocisku rakietowego przeprowadza si¢ szereg badan.
Cze$¢ z nich to badania do$wiadczalne wykonanego prototypu pocisku lub jego modelu
rzeczywistego. Badania doswiadczalne nalezy poprzedzi¢ badaniami teoretycznymi,
wykorzystujac istniejgce narzedzia informatyczne. Pierwszy krok w badaniach teoretycznych
polega na opracowaniu modelu fizycznego, matematycznego 1 numerycznego a nastepnie na
przeprowadzeniu badan symulacyjnych. Takie rozwigzanie jest praktyczne z uwagi na koszty
1 naklady materialne przeprowadzonych doswiadczen. Doswiadczalne badania bezposrednie
na obiekcie rzeczywistym, przeprowadzane w koncowej fazie projektowania, umozliwiajg
uzyskanie najbardziej wiarygodnych wynikow, lecz wymagaja poniesienia niewspotmiernie
wiekszych kosztow w porownaniu z innymi rodzajami badan. W wielu przypadkach sg to
badania niezbgdne, gdyz umozliwiajag wyznaczenie np. podstawowych osiaggow pod wptywem
obcigzen dynamicznych w locie.

997



MECHANIK 7/2015
XIX Miegdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji

Jest obecnie regula, ze we wstepnej fazie projektowania postugujemy si¢ metodami
analitycznymi 1 teoretycznymi do oszacowania charakterystyk projektowanego pocisku
rakietowego. Jedng z najdoktadniejszych 1 najtanszych metod sg komputerowe badania
symulacyjne, gdyz nie wymagaja angazowania kosztownego sprzetu oraz rozleglego poligonu
rakietowego. Podstawowym modelem umozliwiajacym badanie wlasciwosci dynamicznych
ruchu pociskow rakietowych jest przestrzenny model matematyczny, a uzasadnione jest to
wystepowaniem istotnych sprzezen bezwladnosciowych przechodzacych przez o§ podiuzng
pocisku rakietowego.

Srodowisko MathCAD jest do$é czesto stosowane do analizy wlasciwosci dynamicznych
niekierowanych 1 kierowanych pociskow rakietowych. Umozliwia analiz¢ numeryczng
pelnego modelu matematycznego ruchu pocisku rakietowego zbudowanego z uktadu
nieliniowych rownan r6zniczkowych oraz z dodatkowych réwnan algebraicznych. Dogodnos¢
stosowania tego programu polega na tym, ze kod programowy wyrazen algebraicznych nie
rozni si¢ od zapisu wzorOw matematycznych w podrgcznikach czy na kartce papieru. Do
podstawowych jego funkcji zaliczamy:

— obliczanie wyrazen 1 funkcji w postaci pochodnych, catek i rownan rézniczkowych,

— wykonywanie obliczen na symbolach, na wektorach 1 macierzach,

— wykonywanie obliczen numerycznych 1 programowanie obliczen,

— tworzenie animacji i wymiana danych z innymi programami,

— wygodne tworzenie wykresow,

— pelne wykorzystanie graficznego srodowiska systemow Windows.

2. PROCEDURA MODELOWANIA FIZYCZNEGO 1 MATEMATYCZNEGO LOTU
POCISKU RAKIETOWEGO

2.1. Model fizyczny pocisku rakietowego

Obiektem modelowania matematycznego jest 122 mm niekierowany wirujacy pocisk
rakietowy skladajacy sie z zapalnika, glowicy bojowej, silnika rakietowego na staty materiat
napedowy i czterech matych statecznikow [6, 7]. Pociski rakietowe tego typu wystrzeliwane
sg z 40 prowadnic rurowych stanowigcych wyrzutni¢ zamontowang na pojezdzie kotowym.
W chwili obecnej inajblizszej przysztosci w Wojskach Ladowych RP wycofywane beda
wyrzutnie polowe BM-21 GRAD 1 RM-70, a zastapig je wyrzutnie WR-40 LANGUSTA
(rys. 1).

Rys. 1. Wyrzutnia polowa WR-40 LANGUSTA prezentowana na wystawie MSPO Kielce
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Wyrzutnia rakietowa LANGUSTA jest przeznaczona do strzelania nast¢pujacymi pociskami
rakietowymi kalibru 122 mm: pociskiem rakietowym odlamkowo-burzacym M-210F,
pociskami rakietowymi FENIKS-Z o zwigkszonej donosnosci: M-21 FHE z glowica
odfamkowo-burzacg SPALL (rys. 2) 1 M-21 FK z glowica kasetowg HESYT.

Rys. 2. Widok ogo6lny i przekroj 122 mm pocisku rakietowego M-21 FHE (FENIKS-Z):
1 — zapalnik MRW-U; 2 — gtowica SPALL; 3 — silnik rakietowy; 4 — dysza; 5 — stateczniki

Przestrzenny tor lotu 122 mm pocisku rakietowego sklada si¢ z dwoch odcinkow: aktywnego
1 pasywnego. Pocisk rakietowy z pracujagcym silnikiem rakietowym opuszcza prowadnice
rurowg z predkoscig okoto 50 m/s 1 przemieszcza si¢ na odcinku aktywnym w czasie okoto
2+3 s do punktu, w ktorym nastepuje koniec pracy silnika rakietowego. Bezposrednio po
wylocie pocisku z prowadnicy rozktadajg si¢ cztery brzechwy. Stabilizuja one pocisk na torze,
wymuszajac odpowiedni ruch wirowy w celu zmniejszenia rozrzutu. Po zakonczeniu pracy
silnika rakietowego pocisk rakietowy porusza si¢ torem balistycznym w kierunku celu.
Nalezy zaznaczy¢, ze przewdd kazdej prowadnicy ma bruzdg, wytloczong wedlug linii
srubowej, z ktorg wspolpracuje wkret prowadzacy pocisku podczas ruchu pocisku
w prowadnicy. W wyniku takiego wymuszenia obrotu pocisk zaczyna wirowa¢ wokot swej
osi podtuznej, uzyskujac odpowiednig predkos¢ obrotowa, powodujaca zmniejszenie wptywu
niektorych zakldcen dziatajacych w czasie lotu na pocisk rakietowy, co w konsekwencji
wywoluje zmniejszenie rozrzutu pocisku rakietowego.

W procesie opracowywania modelu fizycznego 122 mm pocisku rakietowego uwzgledniono
cechy majace istotny wpltyw na analizowane zjawisko. Opracowanie modelu fizycznego
pocisku wymagato przede wszystkim:

1. Przyjecia uktadow wspotrzgednych niezbednych do opisu ruchu pocisku oraz sit na niego
dziatajacych.

2. Okreslenia struktury pocisku, czyli (tabela 1):

— charakterystyk geometrycznych;

— charakterystyk masowo-bezwladnosciowych;

— charakterystyk uktadow napedowych.

3. Wyznaczenia sktadowych sit zewnetrznych 1 momentdéw tych sit dziatajacych na pocisk
wraz z funkcjami je opisujacymi, czyli:
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— sily cigzkosci 1 jej momentu;
— sity aerodynamicznej 1 jej momentu;
— sity Coriolisa 1 jej momentu.

4. Okreslenia charakterystyk osrodka ruchu obiektu, tzn.: gestosci, lepkos$ci, temperatury,

ci$nienia w zaleznosci od wysokosci lotu.

W tabeli 1 zamieszczono wyznaczone charakterystyki struktury pocisku rakietowego

obejmujace parametry geometryczne, masowo-bezwladnosciowe
rakietowego.

Tabela 1
Wartosci liczbowe charakterystyk struktury 122 mm pocisku rakietowego

parametry silnika

Charakterystyki dyskretnego modelu fizycznego pocisku rakietowego

Wartos$¢ liczbowa

Masa startowa pocisku rakietowego my [kg] 60,51
Masa paliwa my, [kg] 24,8
Masa pocisku po wypaleniu si¢ paliwa my [kg] 35,71
Wspotrzedna potozenia §rodka masy pocisku w chwili startu x¢,, [m] 1,317
Wspotrzedna potozenia §rodka masy pocisku bez paliwa X¢ i [m] 1,145
Masowy moment bezwladno$ci pocisku w chwili startu Iy [kgm’] 0,1445015
Masowy moment bezwladno$ci pocisku w chwili startu I,o [kgm’] 34,0378047
Masowy moment bezwtadno$ci pocisku w chwili startu Ly [kgm’] 34,0378047
Masowy moment bezwtadno$ci pocisku po wypaleniu sie paliwa Ly [kgm’] 0,09802673
Masowy moment bezwladno$ci pocisku po wypaleniu si¢ paliwa I,y [kgm’] 23,35557
Masowy moment bezwtadno$ci pocisku po wypaleniu sie paliwa L [kgm’] 23,35557
Dlugos¢ pocisku rakietowego L, [m] 2,671
Srednica kadtuba d [m] 0,1216
Pole powierzchni przekroju poprzecznego kadtuba S, [m’] 0,0116133
Rozpigtos¢ statecznikdw z czescig podkadlubowg Ly [m] 0,254
Sredni ciag silnika rakietowego [N] 20 000
Czas pracy silnika rakietowego t; [s] 3

2.2. Model matematyczny pocisku rakietowego

Réwnania stanowigce model matematyczny pocisku rakietowego wyprowadzono w oparciu
o twierdzenia zmiany pedu 1 kretu ciata o zmiennej masie. Skalarne roOwnania opisujgce petny

ruch przestrzenny pocisku rakietowego zamieszczono ponizej:

dv
m'd—ZZRx

dk
m-V-cosy-E=ZRy

dy
_m.V.E_ZRZ

——= =1V "cosy ' cosk

d
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dp
Ix-E—(Iy—IZ)-q-r=L (7)
dq
Iy-E—(IZ—Ix)-p-r=M (8)
dr
IZ-E—(Ix—Iy)-p-q=N ©)
de
2 = 4 cos® =7 sin® (10)
do )
E=p+tan@-(q-smd)+r-cos@) (11)
d¥
i (q-sin®@+r-cosd) - secO® (12)
gdzie
g —  przyspieszenie ziemskie,
m —  masa pocisku rakietowego,
\Y —  predkos¢ srodka masy obiektu wzgledem ziemi,
p —  gestos¢ powietrza,
o, B — odpowiednio: kat natarcia 1 kat $lizgu,
Y, K —  odpowiednio: kat pochylenia 1 odchylenia wektora predkosci obiektu;
ua —  kat przechylenia ukladu Oxayaza,
p,q, r — skladowe predkosci katowej Q rakiety w uktadzie Oxyz odpowiednio
wzdhuz osi x, y oraz z,
I, Iy, I, —  momenty bezwtadnosci rakiety wzgledem osi: x, y, z ukladu wspotrzednych
zwigzanego z obiektem Oxyz,
L,M,N - odpowiednio: moment przechylajacy, pochylajacy i odchylajacy wzgledem
srodka masy pocisku rakietowego,
Ry, Ry, R, —  odpowiednio: sktadowe wypadkowej sity dzialajacej na pocisk,
O,¥Y,d® - odpowiednio: kat pochylenia, odchylenia 1 przechylenia pocisku.

Dodatkowo nalezy wuzupemni¢ ten wuklad réwnan roézniczkowych zalezno$ciami
geometrycznymi  migdzy wprowadzonymi ukladami  wspoétrzednych, rdéwnaniami
dodatkowymi opisujacymi wspotczynniki aerodynamiczne sit i momentéw aerodynamicznych
oraz funkcjami zmiany masy 1 ciggu silnika rakietowego.

3. SYMULACJA KOMPUTEROWA LOTU POCISKU RAKIETOWEGO
3.1. Implementacja modelu matematycznego w pakiecie MathCad

Model matematyczny opisujacy przestrzenny ruch pocisku rakietowego w atmosferze sktada
si¢ z uktadu 12 réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Aby uzyskac
rozwigzanie wspomnianego uktadu rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu
z warunkami brzegowymi, nalezy je zaimplementowa¢ w pakiecie MathCad. Do rozwigzania
uktadu réwnan stuza procedury: ,,rkfixed” lub ,,Rkadapt”. Wymienione procedury bazuja na
metodzie bezposredniego catkowania krok po kroku — od nazwisk wspotautorow:
Rungego—Kutty, w skrocie ,,rk”. Procedura ,,rkfixed”, ktora zostala wykorzystana w pracy,
opiera si¢ na metodzie o statym kroku calkowania.
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Przed zastosowaniem procedury ,rkfixed” nalezy przygotowa¢ wektor pomocniczy D
zawierajacy pochodne poszczegdlnych rownan (rys. 3), majacy postac: D(t,Y), gdzie:

t — zmienna, wzgledem ktorej wykonywane jest rozniczkowanie;

Y — wektor warunkéw poczatkowych nieznanych wartosci funkcji.

Nastepnie mozemy obliczy¢ uktad rownan rézniczkowych, wykorzystujac funkcje ,,rkfixed”,
ktorej zapis jest nastepujacy:

A = rkfixed(Y, t;, t;, Lpunkt, D), (13)

gdzie:

A — macierz rozwigzan uktadu rownan rézniczkowych,

Y — wektor warunkéw poczatkowych n-elementowy,

t) — warto$¢ poczatkowa zmiennej,

1) — warto$¢ konca przedziatu zmiennej, dla ktorej sa obliczane wartos$ci funkcji,

Lpunkt — liczba punktéw, dla ktoérych sg obliczane wartosci funkcji,

D — wektor n-elementowy zawierajacy pierwsze pochodne nieznanych funkcji.

_ . _
P Y Y CxlY_,¥Y P|__11'3_:"|_11.|}_+ 8 3 i1 ¥
ey v ey ¥ Y o ety Y| sin(¥

[ POrees(Ys = ¥y) - s = p()-£2{Y, -sin(¥,
|"-'T|}H" - a2
) [P (V.- ¥} - CY..¥ AEANY) g Y Y}
~ 1 —Priy- A T U N PO R - t)-gz —Y. |-cos( ¥
xp mp()- ¥, O=¥s = o) = s 2 mp(0-g2 3] cos( )

Y= _— -

| D)= ¥ycos(Y, |
q | ~Yysin{Y,
La ) - :I:
=51 ¥y 1
[{:m|_‘1-j,&1__‘1-4__&&:.- ; SIp o
. 11—4 -

Rys. 3. Zapis wektora warunkow poczatkowych i uktadu réwnan rézniczkowych opisujacych ruch
pocisku rakietowego w plaszczyznie pionowej w pakiecie MathCad

Aby rozwigza¢ powyzszy uklad réwnan rézniczkowych, nalezy utworzy¢ wektor wartosci
funkcji dla wartosci poczatkowych zmiennej. Wspomniane warunki poczatkowe (brzegowe)
umieszczamy w wektorze warunkow poczatkowych Y (rys. 3). Warunki poczatkowe dotycza:
predkosci pocisku, kata pochylenia 1 odchylenia wektora predkosci, wspotrzednych
stanowiska ogniowego O0xoyozo, predkosci katowej] w kacie pochylenia, odchylenia
i przechylenia pocisku, katow pochylenia, odchylenia 1 przechylenia bryly pocisku
rakietowego.

Funkcja ,,rkfixed” zwraca macierz A, ktorej kolumny zawierajg (rys. 4):

I kolumna —  warto$ci zmiennych (czas),

Il kolumna —  warto$ci  pierwszej  funkcji, bedacej rozwigzaniem  rOwnania
rozniczkowego,

N-ta kolumna  — wartos$ci n-tej funkcji, bedacej rozwigzaniem réwnania ré6zniczkowego.
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0 1 2 3 4 5 ]

192 24.96 585.86 0.637 1.358-10% -1.327-104 -0.013 0.641
193 25.09 584.491 0.635 1.364-10% -1.332-104 -0.013 0.639
194 25.22 383.131 0.633 1.37-104 -1.336-10% -0.013 0.638
195 25.35 381.779 0.632 1.376-10% -1.341-10% -0.013 0.636
196 25.48 580.436 0.63 1.382-10% -1.345-104 -0.013 0.634
197 25.61 379.1 0.628 1.389-10% -1.35-10% -0.013 0.632
198 25.74 377773 0.626 1.395-10% -1.354-104 -0.013 0631
199 25.87 376.454 0.624 1.401-10% -1.359-10% -0.014 0.629
200 26 575.142 0.623 1.407-10% -1.363-104 -0.014 0.627
201 26.13 573.839 0.621 1.413-10% -1.367-10% -0.014 0.625
202 26.26 372.543 0.619 1.419-104 -1.372-10% -0.014 0.624
203 26.39 571.255 0.617 1.425-10% -1.376-104 -0.014 0.622
204 26.52 569.975 0.615 1.431-10% -1.3810% -0.014 0.62
205 26.65 368.702 0.614 1.437-10% -1.384-10% -0.014 D.o18
206 26.78 567.437 0.612 1.443-10% -1.389-104 -0.014 0.617
207 26.91 366.179 0.61 1.449-104 -1.393-10% -0.014

Rys. 4. Tabela z wynikami uzyskanymi z symulacji komputerowej lotu pocisku rakietowego

w plaszczyznie pionowej

3.2. Analiza numeryczna podstawowych parametrow lotu pocisku rakietowego

Najlepiej przedstawi¢ funkcje rozwigzania na wykresach. Mozemy to zrobi¢, wywotujac
polecenie Insert/Graph/X-Y Plot, i przypisa¢ do wykresow odpowiednie kolumny macierzy
A. Ponizej przedstawiono wybrane parametry lotu pocisku rakietowego w plaszczyznie

pionowej uzyskane z symulacji komputerowej dla kata startu y = 30°.
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Rys. 5. Zmiana predkosci lotu pocisku w czasie
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Rys. 7. Zmiana wysokosci lotu pocisku w czasie
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Rys. 6. Zmiana kata pochylenia wektora predkosci
pocisku w czasie
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Rys. 8. Trajektoria lotu pocisku rakietowego
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Rys. 9. Zmiana predkosci katowej pocisku rakietowego ~ Rys. 10. Zmiana kata natarcia pocisku rakietowego

4.

W czasie W czasie

ANIMACJA KOMPUTEROWA LOTU POCISKU RAKIETOWEGO

Podczas opracowywania animacji komputerowej lotu pocisku rakietowego w oparciu o pakiet
MathCad nalezy uzy¢ zmiennej wbudowanej FRAME (klatka filmowa). Przy tworzeniu
animacji trzeba wykona¢ nastepujace czynnosci:

nalezy wpisa¢ zakres zmiennos$ci zmiennej X, uwzgledniajagc zmienng FRAME;
zapisa¢ odpowiednio: wzor funkcji, wyrazenie, wzor;
wywota¢ polecenie View/Animate 1 ustawi¢ parametry symulacji (rys. 11);

From — poda¢ pierwsza warto$¢ zmiennej FRAME;
To — podac¢ ostatnig warto$¢ zmiennej FRAME;
At — poda¢ predkos¢ animacji (Frames/Sec);
[Animate] — rozpoczyna nagrywanie animacji;
[Cancel] — zamyka okno dialogowe;
[Save as] — zachowuje animacj¢ na dysku w formacie multimedialnym;
[Options] — okresla parametry kompresji, gdyz animacja zajmuje duzo miejsca na dysku
(rys. 12);
zaznaczy¢ przeciggnigciem myszy obszar wykresu (najlepiej caty), w ktorym ma zachodzi¢
animacja;
wcisng¢ przycisk Animate, aby zaobserwowac animacj¢ wewnatrz okna dialogowego
Animate.
Record Animation PY -
e — Kompresja wideo ﬁ
=L 0F = - =
To: 490 L=l
T m %E: i | Microsoft Video 1 -
Frames/Sec el Options... Jakosé kompresji: 75
FRAME= 118 1 = - k
e e KuczoweKiakico 1 Kiek
and choose Animate.

Rys. 11. Okno dialogowe View/Animate Rys. 12. Okno dialogowe Compressor Options

Po zakonczeniu nagrywania animacji pojawia si¢ okno dialogowe Playback, ktore umozliwia
odtwarzanie animacji. W oknie tym wyswietlany jest obszar, w ktorym przeprowadzona jest
animacja. Na jego dole sg umieszczone dwa przyciski (do rozpoczecia i do otwarcia nowego
pliku animacji z dysku) oraz suwak, za pomocg ktorego mozna przesuna¢ si¢ do dowolnej
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klatki. Animacj¢ mozna obejrze¢ po zatadowaniu pliku z dysku za pomocag drugiego
przycisku 1 uruchomieniu animacji za pomocg pierwszego przycisku (rys. 13).
TRAIEKTORIA LOTU POCISKU RAKIETOWEGD

- RUCH KATOWY POCISKU RAKIETOWEGO
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Rys. 13. Gotowa animacja lotu pocisku rakietowego w plaszczyznie pionowej

5. PODSUMOWANIE I WNIOSKI KONCOWE

1. Pakiet MathCAD jest do$¢ czgsto stosowany do analizy wilasciwosci dynamicznych
niekierowanych 1 kierowanych pociskow rakietowych. Umozliwia analize numeryczng
pelnego modelu matematycznego ruchu pocisku rakietowego zbudowanego z ukfadu
nieliniowych rownan rézniczkowych oraz z dodatkowych réwnan algebraicznych.

2. Dogodno$¢ stosowania tego programu polega na tym, ze kod programowy wyrazen
algebraicznych nie r6zni si¢ od zapisu wzorow matematycznych w podrgcznikach czy na
kartce papieru.

3. Na podstawie wynikéw uzyskanych z symulacji komputerowej opracowano animacje lotu
pocisku rakietowego. Daje to mozliwos$¢ lepszego zrozumienia 1 zbadania danego
zagadnienia naukowego.
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4. Wyniki pracy wykazaty wysoka przydatno$¢ pakietu obliczeniowego MathCAD do

wyznaczania charakterystyk dynamicznych pociskow rakietowych, szczegdlnie
w ukladzie przestrzennym 6DoF.
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