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Streszczenie 

 
Praca zawiera zestawienie modeli wykorzystywanych do prognozowania parametru chropowato-

ści Ra powierzchni frezowanych czołowo oraz walcowo. Jej celem jest przybliżenie metod progno-
zowania chropowatości technologom oraz inżynierom projektującym procesy frezowania z uwzględ-
nieniem pożądanej chropowatości powierzchni. Przeprowadzona analiza i opis modeli ułatwią 
przybliżony dobór takich wartości parametrów skrawania, które pozwolą na osiągnięcie wymaganej 
chropowatości powierzchni. 
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MODELS FOR PREDICTION OF Ra ROUGHNESS PARAMETERS  
OF MILLED SURFACES 

 
Abstract 

 
The study comprises a comparison of models used to predict the Ra roughness parameter of face 

and cylindrical milled surfaces. The goal of the study is to provide an insight into roughness predic-
tion methods to technologists and engineers designing milling processes with consideration to the 
desired surface roughness. The conducted analysis and description of models will facilitate the ap-
proximate selection of such machining parameter values that will allow achievement of the required 
surface roughness. 
 
Keywords: surface roughness, surface roughness prediction models, face and cylindrical milling 
 
  

82



 
 
 
 
 
 
 
 
 

MODELE DO PROGNOZOWANIA PARAMETRU 
CHROPOWATOŚCI Ra POWIERZCHNI FREZOWANYCH 

 
Łukasz NOWAKOWSKI1, Edward MIKO1 

  
  

1. WSTĘP 
  

Obróbka frezarska jest obecnie jedną z podstawowych technik wytwarzania sto-
sowanych w przemyśle maszynowym do kształtowania przedmiotów (wyrobów). 
Głównym problemem, przed którym staje technolog  projektując proces frezowania 
jest osiągnięcie uprzednio zdefiniowanej, jakości produktu dla danego wyposaże-
nia, kosztorysu i ograniczeń czasowych. Niestety dla niektórych charakterystyk 
jakościowych produktu takich jak struktura geometryczna powierzchni (SGP) trud-
no jest być pewnym, że te wymagania zostaną spełnione, ponieważ proces po-
wstawania SGP podczas obróbki frezarskiej jest bardzo złożony i wpływa na niego 
wiele czynników.  

Zadaniem technologa jest optymalny dobór wartości parametrów skrawania, 
które zapewnią pożądaną jakość SGP oraz maksymalną produktywność procesu 
frezowania przy wykorzystaniu dostępnych środków. 

Aby pokonać te problemy na całym świecie trwają prace mające na celu opra-
cowanie modeli, które próbują symulować warunki podczas obróbki frezarskiej, 
opisać przyczyny i wyniki relacji pomiędzy różnymi czynnikami, które 
w rezultacie wpływają na końcową, jakość produktu.  

Celem pracy jest przybliżenie metod prognozowanie chropowatości technolo-
gom oraz inżynierom, którzy projektują proces frezowania z uwzględnieniem po-
żądanej chropowatości powierzchni.  Przeprowadzona analiza i opis modeli ułatwi 
przybliżony dobór wartości parametrów skrawania, które umożliwią osiągnięcie 
pożądanej wartości parametru Ra chropowatości powierzchni. 
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Państwa Polskiego 7, 25314 Kielce 
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2. CZYNNIKI WPŁYWAJĄCE NA SGP 

 Jakość struktury geometrycznej powierzchni, która zostanie uzyskana w wyniku 
procesu frezowania zależy od czynników związanych z obrabiarką, narzędziem, 
materiałem obrabianym i procesem obróbki. Najczęściej spotykanymi w literaturze 
modelami konstytuowania chropowatości powierzchni są zależności, które opisują 
stereometryczno-kinematyczne odwzorowanie krawędzi ostrza na powierzchni 
obrobionej. Chropowatość powierzchni w tych modelach zależy od konfiguracji 
naroża ostrza, jako czynnika geometrycznego i posuwu na ostrze, jako czynnika 
kinematycznego. Przykłady takich zależności zaprezentowano w tabeli 1. 
Tabela 1. Zestawienie modeli matematycznych do prognozowania chropowatości powierzchni  
frezowanych 

Sposób obróbki Model matematyczny 
Uwzględnione 

czynniki Źródło 

Frezowanie 
czołowe 
ostrzami 

o zaokrąglonym 
narożu 

Rt =
fz

2

8 ∙ rε
 (1) Odwzorowanie 

ostrza przez: 
fz – posuw na ostrze, 
rɛ – promień naroża 

ostrza 

[3] 

Ra =
0,0321 ∙ fz

2

rε
 (2) 

[1], 
[16] 

Ra =
fz

2

32 ∙ rε
 (3) [7] 

Frezowanie 
czołowe 
ostrzami 

o ostrym narożu 

Ra =
fz

4
∙ �

tan κr ∙ tan κ′ r
tan κr + tan κ′ r

� (4) 

Odwzorowanie 
ostrza przez: 

fz – posuw na ostrze, 
κr – kąt przystawie-

nia główny 
κ’

r – kąt przystawie-
nia pomocniczy 

[11] 

Frezowanie 
walcowe Ra =

318 ∙ fz
2

4D
 (5) 

Odwzorowanie 
ostrza przez: 

fz – posuw na ostrze, 
D – średnica narzę-

dzia 

[14] 

Zależność (6) określa wartość parametru Ra uwzględniając posuw na ostrze 
promień narzędzia oraz liczbę ostrzy narzędzia a także uwzględnia czy proces fre-
zowania walcowego przebiega współbieżnie czy przeciwbieżnie [10], [12]. 

Ra =
fz

2

32 ∙ (R ± fz ∙ z
π )

 (6) 

gdzie: fz – posuw na ostrze, R – promień narzędzia, z – liczba ostrzy narzędzia, 
± – znak „+” dotyczy frezowania przeciwbieżnego a „–” – frezowania współbież-
nego. 
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Przedstawione modele są jednak niedokładne, gdyż nie uwzględniają wielu 
czynników mających istotny wpływ na chropowatość powierzchni frezowanych. 
Chropowatość powierzchni wyznaczona z tych modeli może być zaniżona od 1,5 
do 15 razy w stosunku do wyników pomiaru [5], [6]. Struktura geometryczna po-
wierzchni a w szczególności chropowatość powierzchni jest w rzeczywistości 
kształtowana na skutek oddziaływań zdeterminowanych i losowych [13]. 

Głównym powodem rozbieżności między teoretyczną a rzeczywistą wartością 
chropowatości powierzchni jest złożoność oddziaływania zjawisk, które towarzy-
szą skrawaniu materiału na proces generowania struktury geometrycznej po-
wierzchni.  

Rusek w pracy [9] stwierdza, że na jakość struktury geometrycznej powierzchni 
uzyskanej w wyniku procesu skrawania wpływają dwa czynniki: odwzorowanie 
krawędzi naroża ostrza oraz przemieszczenia względne narzędzia i przedmiotu 
obrabianego. Autorzy [4] twierdzą, że w rzeczywistych warunkach ostrza głowicy 
frezarskiej nie są idealnie ustawione w gnieździe korpusu, błędy te wynikają 
z technologii wykonania narzędzia i wpływają na chropowatość powierzchni obro-
bionej. 

Model matematyczny uwzględniający czynniki związane z narzędziem 
i obrabiarką opracował autor pracy [15]. Zależność (7) prezentuje model chropo-
watości powierzchni frezowanej walcowo uwzględniającą wariancję przemiesz-
czeń względnych frezu i przedmiotu obrabianego oraz wariancję bicia promienio-
wego ostrzy narzędzia. 

Ra =
5
9
∙ √2 ∙ �

fz
4

150 ∙ d2 + D2(ξ) + D2(ρ) (7) 

gdzie: fz – posuw na ostrze, d – średnica narzędzia, D2(ρ) − wariancja bicia ostrzy 
frezu lub głowicy frezowej, D2(ξ) − wariancja przemieszczeń względnych 
w układzie N – PO. 

Zależność (8) opisuje konstytuowanie chropowatości powierzchni frezowanej 
czołowo ostrzami o ostrym narożu. Autor pracy [11] przy opracowywaniu modelu 
uwzględnił: 

− stereometryczno-kinematyczne odwzorowanie ostrza [8], 
− przemieszczenia względne głowicy frezowej i przedmiotu obrabianego 

w kierunku prostopadłym do powierzchni obrobionej [4], 
− bicie czołowe ostrzy [4]. 

Ra = �
�

tan κr ∙ tan κ′ r
tan κr + tan κ′ r

�
2 fz

2

16
+

3
4

D2(ξ) �1 +
tan κr ∙ tan κ′ r

(tan κr + tan κ′ r)2� +

+
3
8

e2 �1 +
tan κr ∙ tan κ′ r

tan κr + tan κ′ r
� �1 − cos

2π
z
�

 (8) 

gdzie: fz – posuw na ostrze, D2(ξ) − wariancja przemieszczeń względnych 
w układzie N – PO, κr, '

rκ  − kąt przystawienia główny, pomocniczy, 
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e − bicie czołowe (promieniowe) ostrzy, z – liczba ostrzy narzędzia. 

Dla przypadku gdy  𝑓𝑓𝑧𝑧∙𝑧𝑧
2𝑒𝑒

> 50 bicie czołowe ostrzy będzie powodować falistość 
powierzchni. Wtedy do zależności (8) trzeba wstawić e=0 i zależność przyjmie 
następującą postać: 

Ra = ��
tan κr ∙ tan κ′ r

tan κr + tan κ′ r
�

2

∙
fz

2

16
+

3
4
∙ D2(ξ) �1 +

tan κr ∙ tan κ′ r
(tan κr + tan κ′ r)2� (9) 

 
Analizując dokładnie geometrię płytek skrawających narzędzia stwierdzono, że 

krawędź ostrza skrawającego nie jest idealnie ostra, lecz posiada pewien promień 
zaokrąglenia rn, który powstaje w procesie produkcji. Brammertz w pracy [2] wy-
kazał, że rozbieżności między teoretyczną i rzeczywistą chropowatością po-
wierzchni są spowodowane tym, że podczas skrawania nie zostanie usunięta część 
naddatku obróbkowego, którego grubość jest równa pewnej wartości granicznej, 
zwanej minimalną grubością warstwy skrawanej hmin.  

Najbardziej rozbudowanym modelem analitycznym do prognozowania chropo-
watości powierzchni frezowanych czołowo jest model opracowany przez autora 
[11] uwzględnia on: 

− stereometryczno-kinematyczne odwzorowanie krawędzi ostrzy głowicy fre-
zowej, 

− resztkową część naddatku obróbkowego, 
− przemieszczenia względne głowicy frezowej i materiału obrabianego 

w kierunku prostopadłym do powierzchni obrobionej, 
− bicie czołowe ostrzy, 
− zużycie ostrzy skrawających. 
Ponadto założono, że: 
− drgania w układzie obróbkowym występują niezależnie od bicia ostrzy. 
Autor pracy [11] profil poprzeczny powierzchni utworzonej po przejściu i – te-

go ostrza podczas l – tego obrotu głowicy frezowej, przemieszczającej się wzdłuż 
osi x ruchem posuwowym, wykonującej dodatkowo drgania oraz bicie czołowe 
ostrzy, zapisał za pomocą równania: 

( ) ll ii
2

lzi ifx
r2
1)x(y ξ+ρ+⋅−⋅=
ε  

(10) 

przy czym: ( ) 1i1lzi l −+−=  
gdzie: ρi – chwilowe położenie i – tego ostrza względem przedmiotu obrabiane-

go, pochodzące od bicia czołowego, 
liξ  – chwilowe przemieszczenie względne i –

tego ostrza podczas l – tego obrotu głowicy frezowej, pochodzące od drgań 
względnych, z – liczba ostrzy frezu. 

Chwilowe położenie i – tego ostrza względem przedmiotu obrabianego pocho-
dzące od bicia czołowego ρi można opisać za pomocą zależności: 
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( ) 



 π

⋅−⋅−≈ρ
z

21icosei  (11) 

gdzie: e − bicie czołowe ostrzy. 
Na rys. 6 przedstawiono profil poprzeczny stereometryczno-kinematycznego 

odwzorowania ostrzy głowicy frezowej na powierzchni obrobionej uwzględniający 
jej przemieszczenia względem przedmiotu obrabianego, bicia czołowego ostrzy 
oraz resztkowej części naddatku obróbkowego.  

 
Rys. 1. Profil poprzeczny nierówności powierzchni frezowanej czołowo z posuwem fz  głowicą fre-
zową z ostrzami o zaokrąglonym narożu o promieniu rε, powstający przy uwzględnieniu przemiesz-
czeń względnych ξi1 narzędzia i przedmiotu obrabianego oraz chwilowego położenia ostrzy, pocho-
dzącego od bicia czołowego ρi [11] 

 
 W zależności od kształtu profilu powierzchni frezowanej, która wynika 

z wartości posuwu autor pracy [11] podaje kilka charakterystycznych równań. Za-
leżności służące do wyznaczenia parametru Ra powierzchni frezowanej czołowo 
dla odpowiednich przedziałów posuwów podano poniżej. 

Podczas frezowania czołowego z dużymi posuwami fz ≤ �2rεhmin  do progno-
zowania chropowatości powierzchni należy stosować zależność (12), w której do-
minującą rolę odgrywa człon zawierający posuw � fz

4

972∙rε2
�, który uwzględnia wpływ 

odwzorowania ostrza. Zauważono, że wraz ze wzrostem posuwu wpływ stereome-
tryczno-kinematycznego odwzorowania ostrzy na wartość parametru Ra jest coraz 
większy. 

Ra =

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
� fz

4

972rε2 ∙
5

81 hmin
2 +

50
81 �D

2(ξ) + D2(ρ) �1 +
1
5 cos �

2π
z
��� +

+
40rε2hmin

2

27fz
4 ∙ �D2(ξ) + D2(ρ) �1 − cos �

2π
z
���

 (12) 

gdzie: fz – posuw na ostrze, rɛ – promień naroża ostrza, hmin − minimalna grubość 
warstwy skrawanej, D2(ρ) − wariancja bicia ostrzy frezu lub głowicy frezo-
wej, D2(ξ) − wariancja przemieszczeń względnych w układzie N – PO z – 
liczba ostrzy narzędzia. 

W miarę zmniejszania się posuwu do zakresu �rεhmin < 𝑓𝑓z ≤ �2rεhmin  
wpływ odwzorowania ostrzy maleje (człon zawierający posuw maleje), a znaczącą 
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rolę zaczynają pełnić człony zawierające, hmin oraz D2(ξ) i D2(ρ), stąd dla tego 
zakresu prędkości posuwowej należy stosować zależność (13) poniżej. 

Ra =

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�⃓

�
fz

4

18√3rε
+

2hmin

9√3
�1 +

rεhmin

fz
2 ��

2

+
50
81 �D

2(ξ) + D2(ρ) �1 +
1
5 cos �

2π
z
��� +

+
40
81 �

rε2hmin
2

fz
2�fz

2 + 2rεhmin �
+

2 ∙ rε3 ∙ hmin
3

fz
4�fz

2 + 2rεhmin �
� ∙ �D2(ξ) + D2(ρ) �1 +

1
5 cos �

2π
z
���

 (13) 

 
Podczas frezowania z małymi wartościami posuwu fz ≤ �rεhmin , do obliczenia 

wartości parametru Ra autor pracy [11] opracował zależność rekurencyjną. W tym 
przypadku podczas obróbki z małymi wartościami posuwu następuje częściowe 
wygładzenie wcześniej ukształtowanych nierówności powierzchni k – tym 
ostrzem.  

Ra =

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�⃓

�
fz

2k2

18√3rε
+

2hmin

9√3
�1 +

rεhmin

fz
2k2

��
2

+
50
81

�D2(ξ) + D2(ρ) �1 +
1
5

cos �
2π
z
��� +

+
40
81 �

rε2hmin
2

fz
2k2�fz

2k2 + 2rεhmin �
+

2rε3hmin
3

fz
4k4�fz

2k2 + 2rεhmin �
� �D2(ξ) + D2(ρ) �1 +

1
5

cos �
2π
z
���

 (14) 

 
Równania (13, 14) są skomplikowane i niewygodne w praktycznym zastosowa-

niu. Z tego względu autor podał również uproszczone zależności (tabela 2). Błąd 
wynikający z tego przybliżenia w najbardziej niekorzystnym teoretycznym przy-
padku nie przekracza 15%. Natomiast dla warunków obróbki wykończeniowej 
frezowaniem głowicą czołową z ostrzami okrągłymi będzie się mieścił 
w przedziale 1 − 5% [11].  

 
 

Tabela 2. Uproszczone wzory do prognozowania chropowatości powierzchni Ra frezowanych czoło-
wo [11] 

Lp. 
Przedział 
posuwu fz 

Przybliżone zależności do obliczenia parametru Ra 

1. fz ≤ �2rεhmin  Ra =

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
� fz

4

972rε2 ∙
5

81 hmin
2 +

50
81 �D

2(ξ) + D2(ρ) �1 +
1
5 cos �

2π
z
��� +

+
40rε2hmin

2

27fz
4 ∙ �D2(ξ) + D2(ρ) �1 − cos �

2π
z
���

 (15) 

2. 
100

e
z < 𝑓𝑓z ≤

≤ �2rεhmin  
Ra = � 16

243 hmin
2 +

60
81 D2(ξ) (16) 

3. fz ≤ 100
e
z Ra = � 16

243 hmin
2 +

60
81 D2(ξ) �D2(ξ) + D2(ρ) �1 +

1
5 cos �

2π
z
��� (17) 
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5. WNIOSKI 
  

Na podstawie przeprowadzonej analizy literatury sformułowano  następujące 
wnioski:  

1. Najczęściej spotykanymi w literaturze modelami konstytuowania chropowato-
ści powierzchni są zależności, które opisują stereometryczno-kinematyczne 
odwzorowanie krawędzi ostrza na powierzchni obrobionej. 

2. Modele opisujące tylko stereometryczno-kinematyczne odwzorowanie krawę-
dzi ostrza na powierzchni obrobionej są niedokładne, gdyż nie uwzględniają 
wielu czynników mających istotny wpływ na chropowatość powierzchni fre-
zowanych. Chropowatość powierzchni w tych modelach zależy od konfigura-
cji naroża ostrza, jako czynnik geometryczny i posuwu na ostrze, jako czynnik 
kinematyczny.  Chropowatość powierzchni wyznaczona z tych modeli może 
być zaniżona od 1,5 do 15 razy w stosunku do wyników pomiaru [5], [6]. 

3. Model analityczny do prognozowania chropowatości powierzchni frezowa-
nych czołowo, który bierze pod uwagę złożoność oddziaływania zjawisk to-
warzyszących skrawaniu materiału jest model opracowany przez autora [11] 
uwzględnia on: 
• stereometryczno-kinematyczne odwzorowanie krawędzi ostrzy głowicy 

frezowej, 
• resztkową część naddatku obróbkowego, 
• przemieszczenia względne głowicy frezowej i materiału obrabianego 

w kierunku prostopadłym do powierzchni obrobionej, 
• bicie czołowe ostrzy, 
• zużycie ostrzy skrawających. 
• drgania w układzie obróbkowym występują niezależnie od bicia ostrzy. 

4. Modele analityczne konstytuowania chropowatości powierzchni wykorzystują 
tylko 9 czynników, z czego jeden wzór maksymalnie zawiera 6 czynników 
wpływających na SGP. 
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