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Adaptacyjna analiza struktur

o zlozonym opisie geometrycznym i mechanicznym
z wykorzystaniem przejsciowych elementéw skonczonych

Adaptive analysis of structures of complex geometrical
and mechanical description with use of the transition finite elements

MAGDALENA ZIEI,INSKA
GRZEGORZ ZBOINSKI*

Praca dotyczy wiaczenia przejsciowych elementéw w adapta-
cyjna analize struktur o ztozonym opisie mechanicznym i geo-
metrycznym. Artykut odnosi si¢ do wptywu modyfikacji modelu
przejSciowego na rozwigzanie numeryczne. Analizowana jest
réwniez zdolno$¢ do usuwania wewnetrznej warstwy brzego-
wej oraz efektywno$¢ szacowania btedow i procesu adaptacji.
SLOWA KLUCZOWE: elementy przej$ciowe, adaptacja, meto-
da elementow skonczonych, zbiezno§¢

This work concerns inclusion of the transition finite elements
in adaptive analysis of structures of complex mechanical and
geometrical description. The paper addresses the influence of
modifications of the transition model on the numerical solu-
tion. The ability to remove the internal boundary layer and the
effectivity of error estimation and adaptation are analyzed.
KEYWORDS: transition elements, adaptivity, finite element
method, convergence

Badania dotyczg adaptacyjnej analizy struktur ztozo-
nych. Sg to struktury o zlozonym opisie mechanicznym
i geometrycznym. Ztozonos¢ geometryczna polega na wy-
stepowaniu czesci geometrycznych o réznych ksztaitach
(brytowych, grubo- i cienkosciennych oraz przejsciowych).
Czesci brytowe to fragmenty rozbudowane przestrzennie.
Czesci powtokowe to fragmenty, w ktdrych dwa wymiary
wzdtuzne sg zdecydowanie wigksze niz trzeci wymiar —
poprzeczny. Czesci przejsciowe majg ksztalt, ktéry umoz-
liwia potgczenie czesci brytowych z powtokowymi.

Ztozono$¢ mechaniczna, rozumiana jako ztozonos$é
modelu mechanicznego, dotyczy struktury, do ktorej opi-
su wykorzystuje sie wiecej niz jeden model. Modele me-
chaniczne, ktére stanowig podstawe rozwazan, to: model
tréjwymiarowe;j teorii sprezystosci (3D), model powtokowy
pierwszego rzedu (RM) oraz modele przejsciowe (TR). Te
ostatnie modele pozwalajg na tgczenie teorii trojwymiaro-
wej z modelami powtokowymi pierwszego rzedu.

W przypadku ogélnym podziat struktury na czesci geo-
metryczne nie musi sie pokrywac z obszarami opisanymi
réznymi modelami mechanicznymi [1, 2]. Oznacza to, ze
w czesci powlokowej moze byé zastosowany zaréwno
model powtokowy pierwszego rzedu, jak i model trojwy-
miarowej teorii sprezystosci, a w czesci o geometrii przej-
Sciowej — model przejsciowy lub model trojwymiarowy.
Natomiast czes¢ brytowa wymaga zastosowania modelu
trojwymiarowe;j teorii sprezystosci.
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Modele zastosowane w niniejszej pracy majg charak-
ter adaptacyjny. Adaptacja typu p jest w nich mozliwa
dzieki zastosowaniu tzw. aproksymaciji hierarchicznych
i odpowiadajgcych im funkcji ksztattu o charakterze przy-
rostowym, zdefiniowanym niezaleznie w wierzchotkach,
na krawedziach i na Scianach elementéw. Z kolei ada-
ptacje typu h umozliwia zastosowanie tzw. aproksymac;ji
z wiezami. Zmiany modelu zakodowanego w elemencie
sg mozliwe dzieki wprowadzeniu aproksymaciji hierar-
chicznych o mieszanym dwuwymiarowo-tréjwymiarowym
charakterze. Szczegoty dotyczgce wszystkich zastosowa-
nych aproksymaciji sg podane w pracy [1].

Modele przejsciowe

Rozpatrzone w niniejszej pracy modele przejsciowe
i adaptacyjne elementy skonczone mogg mie¢ charak-
ter brytowo-powtokowy lub hierarchiczno-powtokowy.
W pierwszym przypadku stuzg one do tgczenia modelu
tréjwymiarowej teorii sprezystosci z modelem powitoko-
wym pierwszego rzedu. Natomiast w drugim przypadku
wykorzystuje sie je do tgczenia hierarchicznych modeli
powtokowych z elementami powtokowymi pierwszego
rzedu. W obu zastosowaniach struktura i algorytm ele-
mentu sg takie same.

Klasyczny model przejsciowy pozwala na fgczenie ele-
mentéw opisanych tréjwymiarowg teorig sprezystosci
i elementow odpowiadajgcych teorii powtokowej pierw-
szego rzedu Reissnera-Mindlina. Uzyskuje sie wowczas
ciggtos¢ odksztatcen miedzy modelami podstawowymi,
jednak z wysokimi gradientami na granicy miedzy mode-
lem przejsciowym (TR) i powlokowym (RM). Model kla-
syczny nie pozwala na uzyskanie ciggtosci naprezen na
tej granicy. Szczegdty dotyczace algorytmu oraz badan
numerycznych tego modelu i elementu obszernie przed-
stawiono w pracach [1, 3].

W trakcie badan zaproponowano modyfikacje mode-
lu przejsciowego [4]. Zmodyfikowany model nadal gwa-
rantowat ciggtos¢ poprzecznych odksztatcen na granicy
modelu przejsciowego, niestety z wysokimi gradientami
w miejscu potgczenia modeli TR i RM. Zmiany pozwolity
na uzyskanie ciggtosci w polu naprezen. Polegaty one na
wprowadzeniu do algorytmu obliczeniowego korygujgcej
funkcji przejscia. Zmiany zostaty doktadnie opisane w pra-
cy [5].

W ostatnim, najbardziej zaawansowanym modelu przej-
Sciowym, zaprezentowanym w pracy [6], utrzymano cig-
gtos¢ naprezen na granicy modeli. Dodatkowo zatozono
ciggta zmiane kinematycznych zatozen teorii Reissnera-
-Mindlina w strefie przejsciowej. Wprowadzone zmiany
bardzo doktadnie zostaty opisane w pracy [7].
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Badania numeryczne

Struktura analizowana w pracy to symetryczna ¢wiartka
ptyty wspartej na czterech masywnych stupach prostopa-
diosciennych (rys. 1). Struktura ta moze reprezentowaé
fragment konstrukcji nosnej. Sktada sie ona z czesci bry-
towej (stupa), powtokowej (ptyty) oraz przejsciowej (pota-
czenia ptyty i stupa).

Rys. 1. Symetryczna ¢éwiartka konstrukcji ptytowej podpartej czterema
stupami

Przyjeto nastepujgce wymiary wzdtuzne struktury:
1=4,1415 m, grubos¢ t=0,1 m. Wysokos$¢ stupa wraz
z ptyta wynosi h=1,4 m, a szeroko$¢ kwadratowego
przekroju stupa a = 0,3 m. Czes$¢ przejsciowa pomiedzy
stupem i ptytg jest ograniczona ¢wiartkg okregu o pro-
mieniu R=0,2 m. Do czesci cienkosciennej struktury
przytozone jest rbwnomierne, normalne obcigzenie cia-
gte o wartosci p =4-10% N/m2. Dolny koniec stupa jest
utwierdzony. Przyjeto, ze wszystkie czesci analizowanej
konstrukcji sg wykonane z materiatu sprezystego o mo-
dule Younga E =2,1-10"" N/m? oraz wspétczynniku Po-
issona v =0,3.

Zastosowanie elementéw przejsciowych
w adaptacyjnej analizie struktur ztozonych

Przeprowadzona zostanie ocena zdolnosci zastosowa-
nych elementéw przejsciowych do usuwania wewnetrznej
warstwy brzegowe;j.

a)

xoy

Rys. 2. Symetryczna ¢wiartka konstrukcji nosnej — siatka poczatkowa
procesu adaptacji: a) modele, b) stopnie aproksymacji

Zastosowane modele oraz podziat struktury przed-
stawiono na: rys. 2 — siatke i modele poczgtkowe w obu
analizowanych wariantach elementéw przejsciowych,
rys. 3—4 — siatki i modele koncowe.

m Zdolnos¢ do usuwania wewnetrznej warstwy
brzegowej. Analizujgc wyniki badan numerycznych, moz-
na zaobserwowac wiekszg zdolno$¢ modelu udoskona-
lonego do usuwania wewnetrznej warstwy brzegowej niz
modelu klasycznego. W tej samej mierze dotyczy to siatek
poczgtkowych i koncowych. Potwierdzajg to rys. 5 6.
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Rys. 3. Siatka koncowa procesu adaptacji — klasyczny model przejscio-
wy: a) modele, b) stopnie aproksymacji

a) b) ' I

Rys. 4. Siatka koncowa procesu adaptacji — udoskonalony model przej-
Sciowy: a) modele, b) stopnie aproksymacji

Pierwszy z rysunkoéw (rys. 5a) ujawnia wystgpowanie
wewnetrznej warstwy brzegowej na granicy modelu po-
wiokowego i klasycznego modelu przejsciowego w siatce
poczgtkowej. Wyrazna granica pomiedzy tymi modelami
wystepuje takze w przypadku siatki koncowej (rys. 5b).
Z kolei zastosowanie przejsciowego modelu udoskonalo-
nego na siatce poczatkowej (rys. 6a) powoduje zniknie-
cie wyraznej granicy pomiedzy wymienionymi modelami.
Ma to miejsce takze w siatce koncowej (rys. 6b).

Odnoszgc sie do wszystkich rysunkow, nalezy zauwa-
zy¢€, ze ujawniajg one takze skoki w rozktadach naprezen
wywotane dyskretyzacjg, np. na granicy stupa i czesci
cienkosciennej (rys. 5 w sasiedztwie punktu o minimalnej
wartosci naprezen na siatce poczatkowej, oznaczonego
symbolem x).

Rys. 5. Naprezenia efektywne — klasyczny model przej$ciowy: a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa

Rys. 6. Naprezenia efektywne — udoskonalony model przejsciowy:
a) siatka poczatkowa, b) siatka koncowa

m Zbieznosc¢ procesu adaptacji. Efektywno$¢ procesu
adaptacji oceniono na podstawie rezultatéw otrzymanych
w trojkrokowym procesie adaptacji typu hp. Prowadzono
go przy zatozeniu dopuszczalnej wartosci btedu docelo-
wego na siatkach koncowych y = 0,05. Warto$¢ stosunku
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oszacowan btedu z siatki posredniej i btedu z siatki konco-
wej przyjeto yi/yr = 2,0.

Na rys. 7 pokazano warto$ci wzgledne lokalnych i glo-
balnych oszacowan btedéw aproksymacji w przypadku
zastosowania w strefie przejsciowej elementéw klasycz-
nych. Poziom oszacowanego btedu globalnego na siatce
poczatkowej avr = 0,325, natomiast na siatce koncowej
avr=0,168.

Rys. 7. Btad aproksymaciji — klasyczny model przejsciowy: a) siatka po-
czatkowa, b) siatka koncowa

Rys. 8. Btad aproksymacji — udoskonalony model przej$ciowy: a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa

Z rys. 8 wynika, ze analogiczne wartosci, w przypadku
modelu uwzgledniajgcego udoskonalony element przej-
Sciowy, wynosity: avr=0,336 na siatce poczatkowej
i avr = 0,202 na siatce koncowej. Uzyskane wyniki doty-
czg siatki roznigcej sie od otrzymanej w przypadku zasto-
sowania klasycznego elementu przejsciowego.

Przedstawionemu procesowi adaptacji, sterowanemu
oszacowanymi wartosciami btedéw z rys. 7-8, odpowia-
dajg krzywe zbieznosci przedstawiajgce poziom btedu
rzeczywistego w funkcji rosngcej liczby stopni swobody
(rys. 9). Krzywa zbieznosci odpowiadajgca zastosowaniu
klasycznego elementu przejsciowego ma kolor granato-
wy. Krzywa odnoszgca sie do zastosowania elementu
udoskonalonego jest jasnoniebieska.

log(Uk-U) [Nim)

Rys. 9. Krzywe zbieznosci — jednakowa siatka poczatkowa, rézne
poziomy btedu docelowego
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Efektywniejsze zmniejszanie poziomu btedu rzeczy-
wistego wynika z wyzszego poziomu oszacowan bte-
déw w przypadku zastosowania elementu udoskonalo-
nego.

Z krzywymi uzyskanymi dla struktur ztozonych mozna
poréwnac krzywg koloru czerwonego, odpowiadajgcg mo-
delowi catkowicie trojwymiarowemu. Model trojwymiaro-
wy wymaga duzo wiekszej niz oba modele ztozone liczby
stopni swobody, aby uzyskac ten sam lub zblizony poziom
btedu globalnego.

Ten przyktad pokazuje wyzszos¢ modeli ztozonych,
uwzgledniajgcych elementy powtokowe i elementy przej-
sciowe, nad analizg za pomocg elementow trojwymiaro-
wych. Przyczyng jest tutaj zjawisko warstwy brzegowe;j
wystepujgce w czesciach cienkosciennych, modelowa-
nych za pomocg hierarchicznych modeli powtokowych.

Podsumowanie

Rozpatrujgc efektywnos¢ procesu adaptacji w zada-
niu struktury odpowiadajgcej konstrukcji nosnej, nalezy
zauwazy¢, ze uzyskanie tego samego poziomu btedow
z modelu podstawowego i modelu ztozonego z udziatem
przejsciowego elementu udoskonalonego wymaga w tym
drugim przypadku mniejszej liczby stopni swobody. W za-
daniu dotyczgcym konstrukcji nosnej liczba stopni swobo-
dy modeli ztozonych byta znacznie mniejsza niz w przy-
padku modelu tréjwymiarowego.

Doskonale uzasadnia to stosowanie modeli ztozonych
zamiast modelu podstawowego trojwymiarowej teorii
sprezystosci, jesli za kryterium przyjmie sie wytgcznie po-
ziom btedu aproksymaciji.
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