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Szacowanie niepewnosci pomiaréw wspoétrzednosciowych
metoda analizy wrazliwosci - podstawy teoretyczne

Evaluation of coordinate measurement uncertainty
by sensitivity analysis - theoretical background

WOJCIECH PLOWUCHA*

Na przyktadzie pomiaru promienia okregu i promienia tuku
okregu przedstawiono podstawy teoretyczne nowej metody
szacowania niepewnosci pomiaréow wspoétrzednosciowych.
Jako informacje wejsciowa wykorzystuje sie w tej metodzie
wz6r na biad graniczny dopuszczalny pomiaru dtugosci i wy-
niki wzorcowania maszyny.

SLOWA KLUCZOWE: niepewnos$¢ pomiaru, analiza wrazliwo-
$ci, pomiary wspotrzednosciowe

Theoretical background of new method for uncertainty evalu-
ation was presented on the examples of measurement of
circle and arc radius. The method uses the formula for CMM
maximum permissible error of length measurement and the
reverification test results as the input data.

KEYWORDS: measurement uncertainty, sensitivity analysis,
coordinate measurement

Szacowanie niepewnosci pomiaréw wspoitrzedno-
sciowych nalezy do waznych probleméw w obliczu po-
wszechnego stosowania wspoétrzednosciowych maszyn
pomiarowych (CMM). Dotychczasowe podejscie do tego
zagadnienia czyni je jednak niedostepnym, a nawet nie-
zrozumiatym dla zwyktego uzytkownika. W ATH trwajg
prace nad uporzgdkowaniem i upowszechnieniem tej pro-
blematyki [1].

Specyfikacja techniczna ISO/TS 15530-1 [2] rozrdznia
trzy metody szacowania niepewnosci pomiaru. Metoda
z uzyciem przedmiotu wzorcowego doczekata sie normy
ISO 15530-3 [3] i jest dos¢ szczegdtowo opisana w [4].
Metoda z uzyciem symulacji jest przedmiotem specyfi-
kacji technicznej ISO/TS 15530-4 [5]. Jej stosowanie
jest ograniczone, poniewaz wymaga uzycia specjalnego
oprogramowania. Trzecia — metoda analizy wrazliwosci
— zgodnie z zakorzenionym przekonaniem nadaje sie
jedynie do szacowania niepewnosci w przypadku pro-
stych zadan. To stwierdzenie nawigzuje do publikaciji [6],
w ktorej jako przyktad zastosowania wskazuje sie z ko-
lei publikacje [7] poswiecong szacowaniu niepewnosci
pomiaru srednicy matych otworéw. Co prawda istnieje
dokument VDI/VDE 2617-11 [8], ktory formalnie zawiera
informacje umozliwiajgce szacowanie niepewnosci po-
miarow wspotrzednosciowych metodg analizy wrazliwo-
Sci, ale opisana procedura jest ztozona, a przytoczone
w nim dwa przyktady dotyczg tylko srednicy i odlegtosci
osi od ptaszczyzny.

Istotne bariery w zastosowaniu metody analizy wraz-
liwosci to duza liczba punktéw prébkowania i ztozonos¢
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modeli pomiaréw, ktére wymagajg znajomosci btedow
geometrycznych CMM. Pierwsza przeszkoda zostata
pokonana, kiedy Jakubiec w pracy [9] zdefiniowat mo-
del pomiaru oparty na minimalnej matematycznie liczbie
punktow i wskazat na mozliwos¢ traktowania pomiaru
wspotrzednosciowego jako posredniego, gdzie wielko-
Sciami mierzonymi bezposrednio sg réznice wspotrzed-
nych par punktow, a niepewnos¢ pomiaru réznic wspot-
rzednych mozna oszacowa¢ na podstawie informaciji
statystycznej o btedach geometrycznych i btedach gto-
wicy CMM. Opracowana metoda jest uniwersalna, ale jej
istotng wadg jest znaczna pracochtonnosc¢ na etapie iden-
tyfikacji bledow CMM [10, 11].

Autor niniejszej publikacji zauwazyt, ze jesli niepew-
nos¢ pomiaru roznic wspotrzednych wyrazi sie z uzyciem
wzoru na btad graniczny dopuszczalny pomiaru dtugosci
(EL, wpe), to otrzymuije sig znaczne uproszczenie potrzeb-
nych analiz, kosztem ewentualnego, nieznacznego nad-
szacowania niepewnosci pomiaru [12]. Na tej podstawie
zostata opracowana metoda zgodna ze wspoétczesnym
podejsciem do szacowania niepewnosci pomiaréw, a jed-
noczesnie prosta metodologicznie, uwzgledniajgca isto-
te techniki wspotrzednosciowej i dzieki temu mozliwa do
bezposredniego zastosowania.

Istota nowej metody analizy wrazliwosci

Jako wstep do opisu nowej metody szacowania niepew-
nosci pomiaru wspoétrzednosciowego zostanie przytoczo-
ny znany przyktad szacowania niepewnosci pomiaru po-
Sredniego promienia tuku ptaskiego przedmiotu. Pomiar
jest wykonany za pomocg mikroskopu pomiarowego,
a wielko$ciami mierzonymi bezposrednio sg strzatka s
i cieciwa c (rys. 1).
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Rys. 1. Zasada pomiaru promienia tuku mikroskopem
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Promien tuku R oblicza sie wedtug wzoru:
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Zgodnie ze wspoétczesnym podejsciem do szacowania
niepewnosci pomiaru obie niepewnosci standardowe ug
i U, mozna oszacowac¢ metoda typu B, na podstawie zna-
jomosci wzoru na btgd graniczny dopuszczalny pomiaru
dtugosci, ktéry dla mikroskopow i CMM przyjmuje ogoing
postac typu E ype = A + BL.

Norma I1SO 14253-2 [13, p. 8.4.5] jako jedng z mozli-
wosci szacowania niepewnosci bierze pod uwage przy-
jecie wartosci E| ype jako najwigkszej mozliwej wartosci
tego btedu (a = E_ype) i dobranie odpowiedniego rozktadu
prawdopodobienstwa, na podstawie ktérego mozna przeli-
czy¢ wartos¢ a na niepewnos¢ standardowg. W przypadku
uzycia rozkfadu jednostajnego u = a /\/§ . Dos¢ czesto da
sie uzasadni¢ uzycie rozktadu normalnego i wtedy mozna
przyja¢ u = a/2 lub nawet u = a/3 [14]. W niniejszym
artykule przyjeto ostatnig z tych mozliwosci; wtedy:

u. = (A+ Bc)/3 (5)

R

w ktorym:

u; = (A+ Bs)/3 (6)

Dalej podano trzy przyktady opracowania wynikéw
pomiaru tego samego przedmiotu, roznigce sie przyjetg
strategia, a konkretnie — warto$cig strzatki s. Do obliczen
przyjeto, ze btad graniczny dopuszczalny pomiaru dtugo-
8ci E ype =2+ 0,004L.

Opracowanie wynikéw pomiaru tego samego przedmio-
tu (R =50 mm) w postaci budzetow niepewnosci dla roz-
nych wartosci strzatki s przedstawiono w tabl. I-III.

TABLICA |. Budzet niepewnosci dla pomiaru promienia tuku mi-
kroskopem; strzatka tuku s =8 mm

mm dRIo u;, um dR/9- Uj, ym
8,000 5925 0,68 -3,56
54,259 1,7 0,75 1,25

u= 3,77

TABLICA Il. Budzet niepewnosci di
kroskopem; strzatka tuku s = 25 mm

a pomiaru promienia tuku mi-

mm oR/o U, Um oR/9- U;, um
25,000 -1,00 0,70 -0,70
86,603 0,87 0,78 0,68

u= 0,97

TABLICA lll. Budzet niepewnosci dla pomiaru promienia tuku
mikroskopem; strzatka tuku s = 50 mm

mm dRIo u;, ym OR/0- Uj, ym
50,000 0 0,73 0
100,001 0,5 0,8 0,40
u= 0,40
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Przyktady wskazujg, ze niepewnos¢ pomiaru promienia
tuku istotnie zalezy od strategii pomiaru. Mimo ze pomia-
ry sg wykonywane tym samym przyrzadem, niepewnosc¢
maleje ze wzrostem przyjetej do pomiaru wartosci strzafki
tuku. W ostatnim przyktadzie mamy do czynienia z pomia-
rem $rednicy: pochodna po s jest réwna zeru, co oznacza,
ze niepewnos¢ pomiaru strzatki nie ma wptywu na nie-
pewnos¢ pomiaru promienia.

Analiza wrazliwosci w odniesieniu do pomiaru
wspotrzednosciowego promienia tuku okregu

Proponowany w nowej wersji metody analizy wrazliwo-
Sci model pomiaru wspotrzednosciowego wykorzystuje
minimalng matematycznie liczbe punktéw. Podobnie jak
w poprzednim przypadku, informacje o doktadnosci ma-
szyny stanowi ten sam wzor na E_ ype i ten sam rozkiad
prawdopodobienstwa. Jako model pomiaru przyjeto wzoér
na promien okregu opisanego na trojkgcie (rys. 2).

Rys. 2. Model pomiaru wspétrzednosciowego promienia okregu

Promien okregu oblicza sie wedtug wzoru:

abc
- 7
R 5 (7)

gdzie: a, b, ¢ — dtugosci bokow; S — powierzchnia trojkata.

Dtugosci bokoéw wyrazone za pomocg réznic wspotrzed-
nych punktow (sktadowych wektoréw) wynosza:

a= ngB + 25 + 2t (8)
b= ijc +yi.+ 23, 9)
¢ = (e + Vo + 7k (10)

Powierzchnie S trojkgta mozna obliczy¢, korzystajgc
z interpretacji geometrycznej iloczynu wektorowego we-
dtug wzoru (jako punkt A nalezy przyjmowac wierzchotek
lezgcy naprzeciwko najdiuzszego boku trojkata):

S =|AB x AC|/2 (11)

Dla utatwienia dalszych obliczen przyjeto nastepujgce
oznaczenia:

My = Yap * Zac — Zag " Yac (12)
My = —Xap " Zac + Zap " Xac (13)
M3 = X5 " Yac — Yas " Xac (14)

M= |M?+ M2+ M (15)
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Ostatecznie promien R mozna zapisac¢ jako:
_abc
T 2M

Promien R jest funkcjg dziewieciu sktadowych wekto-

rowW AB(Xag, Yae, Zag), AC(Xac, Yacs Zac) | CB(Xca, Yce, Zca),
albo inaczej: dziewieciu réznic wspoétrzednych punktow A,
BiC.

Niepewnos$¢ pomiaru promienia oblicza sie ze wzoru:

(16)

(17)

gdzie réznice wspotrzednych x, y i z sg oznaczane ogdlnie
jako x;, niepewnosci standardowe ich pomiaru sg ozna-
czane ogodlnie jako u,; i obliczane (podobnie jak poprzed-
nio) wedtug wzoru:

Uyj = EL,MPE/3 = (2 + 0,004x1)/3 (18)

Potrzebne do budzetu odpowiednie pochodne czgstko-
we sg nastepujgce:

O0R  abxup abc(—M,zuc + Msyac)

= 19
IxAB ~ 2cM 2M3 1o
OR  abysp 3 abc(Myz,c — Max,c) 20
dyAB ~ 2cM 2M3 (0)
OR _ abz,g _ abc(—Myz,¢ + MZyAC) (21)
9zAB ~ 2cM 2M3
OR _ acCXyc B abC(MZZAB - M3yAB) (22)
dxAC ~ 2bM 2M3
OR  acyyc 3 abc(—M,z,p + M3xyp) (23)
dyAC ~— 2bM 2M3
aR _ aCZAC _ abC(MlyAB - MZXAB) (24)
dzAC ~ 2bM 2M3
OR b
= _DCes (25)
0xCB 2aM
OR _ bcycg 2
dyCB  2aM (26)
OR _ bCZCB 27
0zCB 2aM 7

Dalej podano trzy przyktady opracowania wynikéw po-
miaru tego samego przedmiotu (R = 50 mm), odpowiada-
jace opisanym strategiom pomiaru (rys. 3).
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Rys. 3. Rozmieszczenie punktéw préobkowania: a) s =8 mm, b) s =25 mm,
c) s=50mm

Opracowanie wynikéw pomiaru w postaci budzetow nie-
pewnosci przedstawiono w tabl. IV=VI.

TABLICA IV. Budzet niepewnosci — przyktad z rys. 3a

Sktadnik Xi, mm aa—xli Uyi, LM aa—xliux“ um
XaB -27,129 -0,774 0,703 -0,544
Yas -8,00 2,625 0,677 1,778
Zpg 0,00 0,000 0,667 0,000
Xac 27,129 0,774 0,703 0,544
Yac -8,00 2,625 0,677 1,778
Zpe 0,00 0,000 0,667 0,000
Xgc 54,259 0,922 0,739 0,681
YBc 0,00 0,000 0,667 0,000
Zge 0,00 0,000 0,667 0,000

u= 2,72

TABLICA V. Budzet niepewnosci — przyktad z rys. 3b

Sktadnik Xi, mm aa—xli Uyi, LM aaxli Uy, LM
o -43,301 -0,289 0,724 -0,209
Vas -25,0 0,500 0,700 0,350
Zpp 0,0 0,00 0,667 0,000
Xac 43,301 0,289 0,724 0,209
Yac -25,0 0,500 0,700 0,350
Zpc 0,0 0,000 0,667 0,000
XgC 86,603 0,577 0,782 0,452
Yec 0,0 0,000 0,667 0,000
Zpc 0,0 0,000 0,667 0,000

u= 0,732

TABLICA VI. Budzet niepewnosci — przyktad z rys. 3c

Skfadnik Xi, mm aa—xli Uxi, LM ;—;iuxu um
XaB -50 0,0 0,733 0,0
Yas =50 0,0 0,733 0,0
Zpg 0 0,0 0,667 0,0
e 50 0,0 0,733 0,0
Yac -50 0,0 0,733 0,0
Zpnc 0 0,0 0,667 0,0
Xac 100 0,5 0,800 0,4
YBc 0 0,0 0,667 0,0
Zgc 0 0,0 0,667 0,0

u= 0,4

W budzecie niepewnosci przedstawionym w tabl. IV
cztery pochodne czgstkowe sg rowne 0, co wynika z tego,
ze mierzony okrag lezy w ptaszczyznie xy ukfadu wspot-
rzednych maszyny. Najwieksze sktadniki niepewnosci sg
zwigzane z réznicami wspotrzednych y punktéw A i B oraz
A i C, poniewaz zwigzane z nimi wagi (pochodne czgst-
kowe) sg duze.

W budzecie niepewnosci przedstawionym w tabl. V,
podobnie jak poprzednio, cztery pochodne czgstkowe sg
réwne 0. Zmienity sie wartosci sktadnikow niepewno$ci,
przy czym najwiekszy jest sktadnik zwigzany z rdoznicg
wspotrzednych x punktéw B i C.

W budzecie niepewnosci przedstawionym w tabl. VI tyl-
ko jedna pochodna czgstkowa — i w konsekwencji jeden
skfadnik niepewnosci pomiaru — majg wartos¢ rézng od
zera. Jest to sktadnik xgc zwigzany z pomiarem roznicy
wspotrzednych x lezgcych na $rednicy punktéw B i C.
Otrzymana warto$¢ niepewnosci pomiaru jest mniejsza
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niz w poprzednim przyktadzie. Strategia probkowania
odnosi sie do bezposredniego, dwupunktowego pomiaru
Srednicy. Punkt A bierze udziat w pomiarze tylko w ten
sposob, ze wskazuje, gdzie ma by¢ mierzona Srednica
okregu. Podobny efekt mozna uzyska¢, gdy punkty B i C
bedg lezaty blisko siebie naprzeciwko punktu A.

Wyniki poréwnania dwoch oméwionych modeli pomiaru
promienia tuku okregu przedstawiono na rys. 4.

ot— ! ! ! ; . ; } } .
10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100
s, mm
[— Metoda analizy wrazliwosci — s-c|

Rys. 4. Poréwnanie dwéch modeli pomiaru promienia tuku okregu

To, ze rozne modele prowadzg do réoznych oszacowan
niepewnosci pomiaru, jest oczywiste. Mozna jednak za-
uwazyc, ze uzyskane wartosci niepewnosci pomiaru nie
réznig sie istotnie. Przedstawiony wykres obejmuje war-
tosci strzatki tuku od 8 mm do 98 mm, czyli réwniez prze-
kraczajace wartos¢ jego promienia i, co ciekawe, model
oparty na pomiarze strzafki i cigciwy (s-c) daje minimalne
wartosci niepewnosci w przypadku, kiedy (w przyblizeniu)
strzatka tuku i cieciwa tuku sg jednakowe, co w pomiarze
wspotrzednosciowym odpowiada réwnomiernemu roz-
mieszczeniu punktow.

Niepewnos$¢ pomiaru srednicy okregu

Zazwyczaj, kiedy celem pomiaru wspotrzednosciowe-
go jest wymiar globalny, czyli srednica okregu $redniego,
Czebyszewa, najmniejszego opisanego lub najwiekszego
wpisanego [14], odpowiednig strategig jest rownomierne
rozmieszczenie punktow probkowania. Wiasciwy bedzie
tutaj model pomiaru, w ktérym punkty charakterystyczne
sg rozmieszczone co 120°. Dla takiego przypadku otrzy-
mano wartos¢ standardowej niepewnosci pomiaru pro-
mienia (R =50 mm) rowng u = 0,53 pm.

Rzadziej, gdy celem pomiaru wspodtrzednosciowego jest
wymiar lokalny dwupunktowy [14], bardziej odpowiednie
sg: model z punktami rozmieszczonymi jak na rys. 3c oraz
model z punktami B i C znajdujgcymi sie blisko siebie, na-
przeciwko punktu A. W pierwszym przypadku otrzymuje
sie wartos¢ niepewnosci standardowej pomiaru promienia
u=0,40 yum, w drugim u = 0,43 pm.

Whioski

Opracowana metoda jest uniwersalna. Pozwala na
szacowanie niepewnosci pomiaru wszystkich charaktery-
styk geometrycznych, a wiec zarowno wymiardw, jak i od-
chytek geometrycznych.

Metoda jest spdjna z procedurg wzorcowania, pole-
gajgcg na pomiarze dlugosci ptytek wzorcowych, usta-
wianych m.in. wzdluz osi uktadu wspotrzednych CMM.
Przedstawiony model jako informacje wejsciowg wyko-
rzystuje informacje bezposrednio zwigzang ze wzorco-
waniem.
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Model wykorzystuje minimalng matematycznie liczbe
punktow, ktére mogg by¢ utozsamiane z punktami préb-
kowania. W rzeczywistych pomiarach liczba punktow
probkowania jest znacznie wieksza od minimalnej mate-
matycznie, wiec otrzymane wartosci niepewnosci mogg
by¢ co najwyzej wyzsze od faktycznej niepewnosci po-
miaru, co jest zgodne z zasadami, a wrecz zalecane, jesli
dzieki temu uzyskuje sie obnizenie kosztéw lub skrocenie
czasu opracowania wynikow pomiaru [13].

Opracowana metoda pozwala na zaobserwowanie
zwigzkow miedzy niepewnoscig pomiaru dtugosci a nie-
pewnoscig pomiaru roznych charakterystyk geometrycz-
nych, jakimi sg wymiary elementow integralnych czy od-
chytki geometryczne.

Arkusz kalkulacyjny zawierajgcy obliczenia mozna zna-
lez¢ na stronie Laboratorium Metrologii ATH w zaktadce
,D0 pobrania” (www.Im.ath.bielsko.pl).
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