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Do określenia właściwości podczas rozruchu łożyska śli-
zgowego wymagana jest znajomość rozkładu odkształceń 
i naprężeń w strefie kontaktu czopa i panewki. Modelowa-
nie zjawiska kontaktu czopa i panewki jest zagadnieniem 
złożonym. Do rozważań przyj ęto model panewki rozciętej 
i nierozciętej w kierunku jej osi wzdłużnej. W budowie 
modeli teoretycznych rozkładu naprężeń kontaktowych 
uwzględniono właściwości zastosowanych materiałów jak 
moduł Younga i liczbę Poissona. We wnioskach przedsta-
wiono przyczyny rozbieżności dla uzyskanych wyników 
badań. 

SŁOWA KLUCZOWE: modele napr ężeń kontaktowych 
łożyska ślizgowe. 

In order to describe properties during a slide bearing start up 
we need to know the distribution of deformations and stress 
in the contact area between a journal and a bushing. To 
model the phenomenon when a journal is in the contact with 
a bushing is a complicated process. The author takes into 
account a model of a bushing which is cut and uncut towards 
its longitudinal axis direction. To design theoretical models 
for the distribution of contact stress Young’s modulus and 
Poisson’s number are accepted. Conclusions show reasons 
for divergences between study results. 

KEYWORDS: models of contact stress, sidle bearings. 

Wykaz wa żniejszych oznacze ń 

a- długość promienia elipsy [m], B- szerokość panewki [m], 
CR=R1-RJ  – luz promieniowy [m], CUmax=Urmax +CR  – mak-
symalny luz promieniowy z uwzględnieniem odkształcenia 

[m], E- moduł Yunga [N/m2], E’ – zastępczy moduł Yunga  
[N/m2], F- obciążenie [N], gB- grubość panewki, r- współ-
rzędna promieniowa układu odniesienia [m], RJ - promień 
czopa [m], R1- promień wewnętrzny panewki [m], R2- pro-
mień zewnętrzny panewki [m], Ur- odkształcenie w kierunku 
promieniowym [m], Urr- względne odkształcenie w kierunku 
promieniowym, Uϕ- odkształcenie w kierunku obwodowym 
[m], Uϕϕ- względne odkształcenie w kierunku obwodowym 
[m], x- współrzędna kartezjańskiego układu odniesienia [m], 
y- współrzędna kartezjańskiego układu odniesienia [m], z- 
współrzędna kartezjańskiego układu odniesienia [m], 2α- kąt 
kontaktu czopa i panewki, ν- liczba Poissona, σ- naprężenia 
[N/m2], σrr- naprężenia w kierunku współrzędnej promienio-
wej [N/m2],  

Wprowadzenie  

Do wyznaczenia współczynnika tarcia spoczynkowego 
podczas rozruchu łożyska ślizgowego wymagana jest zna-
jomość rozkładu odkształceń i naprężeń w strefie kontaktu 
czopa i panewki [3, 4, 5, 6]. W budowie modeli teoretycz-
nych rozkładu naprężeń kontaktowych uwzględnia się wła-
ściwości zastosowanych materiałów jak: moduł sprężystości 
wzdłużnej, liczba Poissona. Dla zagwarantowania prawidło-
wej pracy łożyska stosuje się materiały na czop łożyskowy o 
twardości HRC>40. Natomiast panewka wykonywana jest 
ze stopów łożyskowych o twardości HB<100 [3]. Do opisu 
zjawisk zachodzących podczas kontaktu czopa i panewki 
przyjmowane są różne modele teoretyczne. W modelu Hert-
za przyjmuje się, że pod wpływem przyłożonego obciążenia 
w strefie kontaktu odkształca się zarówno czop jak i panew-
ka [2, 7, 9]. Zakłada się przy tym w strefie kontaktu eliptycz-
ny rozkład naprężeń normalnych. Ze względu na znaczne 
różnice właściwości materiałów czopa i panewki tj.: twardo-
ści, liczby Poissona, oraz moduły sprężystości wzdłużnej 
stosuje się także modele, gdzie czop jest nieodkształcalny. 
Pod wpływem przyłożonego obciążenia odkształca się pa-
newka łożyskowa [1, 8]. 
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W pracy omówiono problemy jakie są związane z mode-
lowaniem zjawiska kontaktu czopa i panewki w poprzecz-
nym łożysku ślizgowym. Do rozważań przyjęto modele 
panewki rozciętej i nierozciętej w kierunku jej osi wzdłużnej. 

Model Hertza rozkładu napr ężeń normalnych  

Geometrię powierzchni jaka została przyjęta do opisu 
zjawiska kontaktu czopa i panewki przedstawiono na rys.1.  

W modelu Hertza rozkład naprężeń normalnych przyjmu-
ję się jako elipsę. Funkcja ta w układzie współrzędnych 
kartezjańskich (x, y) przyjmuje postać: 

( ) axagdziexa
a

x ≤≤−−= ,22maxσ
σ   (1) 

Przyjmując, że rozkład naprężeń normalnych w kierunku 
osi wzdłużnej powierzchni kontaktu nie zmienia, obciążenie 

odniesione do szerokości łożyska wyniesie:
B

F
F =' . (2) 

Obciążenie to w przypadku dwóch walców jest równe po-
łowie powierzchni elipsy opisanej przez promienie sprzężo-
ne ( a,maxσ ): 
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Rys.1. Model Hertza: geometria, rozkład naprężeń normalnych. 

 
W modelu Hertza głębokość (Umax) oraz szerokość po-

wierzchni kontaktu (a) wyznaczono z równania odkształceń 
powierzchni czopa i powierzchni panewki [6]: 
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Występujący w równaniu (4) promień zastępczy obliczo-

no ze wzoru: 
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Stąd szukana wartość promienia elipsy (a) po podsta-
wieniu równania (3) i (5) do równania (4) wynosi: 
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Natomiast maksymalne zbliżenie stykających się po-
wierzchni czopa i panewki (Urmax) jest równe: 
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Modele teoretyczne odkształce ń panewki ło żyskowej 

Wielkość odkształceń panewki (rys.2) w kierunku współ-
rzędnej promieniowej (r) wyznaczono rozwijając w szereg 

Taylora funkcję odkształceń panewki ( )
1
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gdzie funkcja Rn spełnia warunek: 
( )

( )
0

1

,1,

1
lim =

−→ n
Rr

RrnR

Rr

ϕ
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Przyjęte do modelu teoretycznego założenia: 

• dla grubości panewki 1RJRBg <<<  oraz 

112 RRRBg <<−=  rozwinięcie funkcji ( )ϕ,rrU

w szereg można rozpatrywać w przedziale 

21 RrR ≤≤ , 

• czop łożyskowy nie będzie się odkształcał, defor-
macje względne panewki w kierunku zmiennej (r) 
względem małej wartości parametru (gB/R1) przyj-
mują formę: 

( ) ( )
1

,
,

Rrr

rrU
rrrU

=∂

∂
=

ϕ
ϕ . 

• w rozpatrywanym przybliżeniu deformacja 

( )ϕ,rrrU nie zależy od zmiennej (r), oraz po-

wierzchnie czopa i panewki są idealnie gładkie, 
• naprężenia normalne będą występować w prze-

dziale 21 RrR ≤≤ . 

Dla znalezienia wartości odkształcenia w kierunku współ-

rzędnej promieniowej (r) 
( )

1

,

Rrr

rrU

=∂

∂ ϕ
przyjęto, że od-

kształcenia dla r=R2 będą równe zero: ( ) 0
2

, ==RrrrU ϕ . 

Podstawiając do szeregu Taylora funkcję odkształcenia 
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( ) 0
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, ==RrrrU ϕ  dla wartości r=R2 otrzymano:
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Dla przyjętych założeń równanie odkształceń panewki 
przyjmie więc postać: 
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Wartość funkcji odkształceń panewki ( )
2

, RrRrrU ≤≤ϕ

wyznaczono z zależności geometrycznych przedstawionych 
na rys 2: 
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Stąd 
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Dla ( ) max0 rUrU =⇒= ϕϕ , oraz dla 
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Podstawiając równanie 
αcos

max
RC

UC = do równania (11) 

i przyjmując 0=ϕ wartość maksymalna odkształceń wy-

niesie: 
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Ostateczną postać funkcji odkształceń względnych pa-
newki otrzymano podstawiając do równania (9) równanie 
(11) i (13): 
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Znak (-) we wzorze (7) oznacza, że panewka będzie ściska-
na. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.2. Stan odkształceń panewki poprzecznego łożyska ślizgowe-
go. 

Modele rozkładu napr ężeń kontaktowych w przypadku 
nieodkształcalnego czopa  

Przy budowie modelu naprężeń w strefie kontaktu czopa 
i panewki przyjęto założenia: 

• czop i panewka będą powierzchniami kołowo cy-
lindrycznymi, 

• pod wpływem obciążenia odkształcać się będzie 
tylko panewka, 

• odkształcenia panewki będą sprężyste, 
• składowa tensora deformacji w kierunku promie-

niowym i obwodowym jest funkcją współrzędnej ką-

towej ( ) ( )ϕϕϕϕϕϕ UUrrUrrU == , . 

Dla przyjętych założeń w biegunowym układzie współ-
rzędnych (r, ϕ) rozkład naprężeń w strefie kontaktu opisują 
równania [6]:  
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dla πϕ 20 ≤≤  

Z analizy równań (15) wynika, że do kreślenia rozkładu 
naprężeń konieczna jest znajomość rozkładów odkształceń 
w kierunku współrzędnej promieniowej jak i kątowej. W dal-
szej części rozważań przyjęto dwa rozwiązania konstrukcyj-
ne panewek [1, 6, 8]: 

a) rozci ętej w kierunku osi wzdłu żnej . W strefie 
kontaktu w kierunku współrzędnej promieniowej 
wystąpią odkształcenia będące wynikiem istnienia 
naprężeń ściskających. Natomiast odkształcenia w 
kierunku współrzędnej obwodowej będą pomijalnie 
małe w stosunku do odkształceń w kierunku współ-
rzędnej promieniowej. Dla tak przyjętych założeń 
stan naprężeń normalnych w strefie kontaktu 
przyjmie postać: 
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( ) 0=ϕσ rr  dla αϕ ≥     (16) 

Podstawiając równanie (16) do równania (14) otrzymamy 
funkcję rozkładu naprężeń w kierunku współrzędnej promie-
niowej.
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Przy wyznaczaniu rozkładu naprężeń normalnych przy 
pomocy równania (17) powstaje problem z materiałami dla 
których liczba Poissona 5,0≈ν . Ograniczenie to można 
pominąć stosując zależności, gdzie liczba zastępcza Pois-

sona  przyjmowana jest 1=zυ , czy też ( )ν
υ

+
=

1

2
z  [8].  
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b1- 2α=0.3 [rad],F=67,96·104 [N], σrrmax=51,50 [MPa], Ur-

max=2,896·10-6 [m],  
b4- 2α=0.2 [rad], F=20,06·104 [N], σrrmax=22,76 [MPa], Ur-

max=1,28·10-6 [m],  
b7- 2α=0.1 [rad], F=2,50·104 [N], σrrmax=5,67 [MPa], Ur-

max=0,319·10-6 [m], 

b2- 2α=0.3 [rad], F=52,73·104 [N], σrrmax=39,87 [MPa], 
Urmax=2,896·10-6 [m], 
b5- 2α=0.2 [rad], F=15,55·104 [N], σrrmax=17,63 [MPa], 
Urmax=1,28·10-6 [m], 
b8- 2α=0.1 [rad], F=1,94·104 [N], σrrmax=4,39 [MPa], 
Urmax=0,319·10-6 [m], 

b3- 2α=0.3 [rad], =36,38·104 [N], σrrmax=27,51 [MPa], 
Urmax=2,896·10-6 [m], 
b6- 2α=0.2 [rad], F=10,72·104 [N], σrrmax=12,16 [MPa], 
Urmax=1,28·10-6 [m], 
b9- 2α=0.1 [rad], F=1,34·104 [N], σrrmax=3,03 [MPa], 
Urmax=0,319·10-6 [m]. 
 

b) nierozci ętej,  gdzie do określenia rozkładu naprę-
żeń konieczna jest znajomość rozkładów odkształ-
ceń w kierunku współrzędnej promieniowe i 
współrzędnej obwodowej. Metoda wyznaczania 

odkształceń ( ) ( )ϕϕϕϕϕϕ UUrrUrrU == , przed-

stawiona jest w pracy [6]. Stan naprężeń w strefie 
kontaktu przyjmie postać równań: 
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Przykłady obliczeniowe dla przyj ętych modeli roz-
kładów napr ężeń normalnych  

Badania przeprowadzono dla łożyska o wymiarach i wła-
ściwościach materiałów czopa i panewki przedstawionych w 
tabl.1. Rozkłady naprężeń normalnych ( )( )ασσ 2

rrrr
=  dla 

opracowanych modeli w funkcji kąta kontaktu czopa i pa-
newki (2α) przedstawiono na rys.3. Natomiast wpływ kąta 
kontaktu czopa i panewki na maksymalne naprężenia nor-
malne ( )( )ασσ 2

maxmax rrrr
=  przedstawiono na rys.4. 

Zapis graficzny funkcji ( )( )Fαα 22 =  określającej wpływ 

obciążenia na kąt kontaktu czopa i panewki zawiera rys.5. 

Tab.1. Przykład obliczeniowy 

a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a1- 2α=0.3 [rad], F=6,69·104 [N], σmax=4.31 [MPa], Umax=5.7·10-6 
[m], a2- 2α=0.2 [rad],F=2.99·104 [N], σmax=2.88 [MPa], 
Umax=2.54·10-6 [m], a3- 2α=0.1 [rad], F=0.748·104 [N], σmax=1.44 
[MPa], Umax=0.638·10-6 [m]. 

b) 
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Wielko ść 
Rodzaj przyj ętego do oblicze ń modelu 

Model Hertza Model panewki rozci ętej i 
nierozci ętej 

RJ- Średnica 
czopa  [m] 

209,745·10-3 209,745·10-3 

R1- Średnica 
wewnętrzna 
panewki [m] 

210,00·10-3 210,00·10-3 

R2- Średnica 
zewnętrzna 
panewki [m] 

- 214,00·10-3 

B- Szerokość 
panewki [m] 

315,00·10-3 315,00·10-3 

EJ- Moduł Yunga 
materiału czopa 

[Pa] 

2,1·1011 2,1·1011 

E Moduł Yunga 
materiału pa-

newki [Pa] 

0,38·1011 0,38·1011 

νJ- Liczba Pois-
sona materiału 

czopa 

0,3 0,3 

ν- Liczba Pois-
sona materiału 

panewki 

0,38 0,38 
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_ . _ model Hertza 

c1- 2α=0.3 [rad], F=3,15·104 [N], σrrmax=2,38 [MPa], Ur-

max=13,16·10-6 [m], 
c2- 2α=0.2 [rad], F=0,62·104 [N],, σrrmax=0,7 [MPa], Ur-

max=8,00·10-6 [m], 
c3- 2α=0.1 [rad], F=0,040·104 [N], σrrmax=0,09 [MPa], 
Urmax=3,63·10-6 [m]. 

_ . _ model Hertza 

c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.3. Rozkłady naprężeń normalnych w funkcji kąta kontaktu 
czopa i panewki: 3a) model kontaktu Hertza, 3b) model panewki 
rozciętej, 3c) model panewki nierozciętej 

a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b)  
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Rys.4. Wpływ kąt kontaktu czopa i panewki na maksymalne naprę-
żenia normalne: 4a) model panewki rozciętej i model Hertza, 4b) 
model panewki nierozciętej i model Hertza 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Model panewki rozciętej: 
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b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.5. Wpływ obciążenia na kąt kontaktu czopa i panewki: 4a) 
model panewki rozciętej i model Hertza, 4b) model panewki nieroz-
ciętej i model Hertza 

Wnioski 

Analizując przebiegi funkcji z rys.5 można zauważyć, że 
ze wzrostem obciążenia rosną wartości kąta kontaktu pa-
newki i czopa (2α). Zwiększenie kąta kontaktu (rys.3 i 4) 
powoduje wzrost wartości maksymalnych naprężeń kontak-
towych. Przedstawione w pracy rozkłady naprężeń normal-
nych, które zostały uzyskane dla modeli panewki rozciętej, 
panewki nierozciętej oraz Hertza znacznie się różnią. Naj-
większe wartości maksymalnych naprężeń normalnych uzy-
skano dla przypadku panewki rozciętej, gdy 

( )
( ) ( )νν

νν
211

1

−⋅+
−=z , natomiast najniższe wartości dla 

modelu Hertza.  

Przyczyn rozbieżności należy szukać w uproszczeniach 
modelowych:  

• w modelu panewki rozci ętej  uwzględnione są tyl-
ko właściwości materiału panewki tj. moduł spręży-
stości wzdłużnej i liczba Poissona. W modelu tym 
rozkład odkształceń w kierunku promieniowym jest 

_ .. _ model panewki nierozciętej  

_ .. _ model panewki nierozciętej  
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wyznaczony dla założonej a’priori funkcji, która ma 
postać okręgu, odkształcenia w kierunku współ-
rzędnej obwodowej przyjęto jako pomijalnie małe 
w stosunku do odkształceń w kierunku współrzęd-
nej promieniowej. Czop założono, że się nie od-
kształca. Dla przyjętej liczby Poissona 38,0=ν
zastępcze wartości liczb Poissona w przedstawio-
nych w pracy modelach naprężeń kontaktowych 
odpowiednio wynoszą:  

( ) 872,1
1

2
=

+
=

ν
ν z , ( ) 449,1

1

2
=

+
=

ν
ν z , 1=zν . 

• w modelu panewki nierozci ętej  założono, że od-
kształcenia wystąpią zarówno w kierunku współ-
rzędnej promieniowej jak i obwodowej. Ponadto 
przyjęto założenia jak dla modelu panewki rozciętej 
tzn.: uwzględniono tylko właściwości materiału pa-
newki, czop się nie odkształca, rozkład odkształceń 
w kierunku promieniowym jest wyznaczany dla za-
łożonej funkcji, która ma postać okręgu 

• w modelu Hertza  rozkład naprężeń kontaktowych 
został wyznaczony dla założonej a’priori funkcji, 
która ma kształt półelipsy, wartości naprężeń wy-
znacza się z uwzględnieniem właściwości fizycz-
nych materiału czopa jak i panewki tj. modułów 
sprężystości wzdłużnej i liczb Poissona. Pod wpły-
wem przyłożonego obciążenia odkształcać się bę-
dzie czop jak i panewka. 
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