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W artykule przedstawiono porównanie danych nominalnych 
i wyników symulacji pomiarów współrzędnościowych promieni 
krawędzi natarcia i spływu pióra łopatki turbiny. Dane te uzy-
skano z użyciem oprogramowania Blade Pro oraz wybranej 
metody optymalizacji. W trakcie badań numerycznych punkty 
pomiarowe były generowane z określoną wartością rozrzutu 
względem przekrojów pióra łopatki.
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In the article the comparison of nominal data and the results 
of simulations of coordinate measurements of radii of leading 
and trailing edges of a turbine blade is presented. That data 
were obtained using the Blade Pro software and the selected 
method of optimization. During numerical research measured 
points were generated around cross-sections of a turbine blade 
with the assumed dispersion.
KEYWORDS: coordinate measuring technique, free-form sur-
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Pomiary przedmiotów zbudowanych z powierzchni 
krzywoliniowych lub charakteryzujących się regularnymi 
kształtami geometrycznymi mogą być przeprowadzane 
z użyciem stykowych współrzędnościowych maszyn po-
miarowych, współrzędnościowych systemów redundant-
nych oraz bezstykowych współrzędnościowych systemów 
pomiaru i obrazowania [1–3]. Na dokładność pomiarów 
wykonywanych z użyciem tych systemów pomiarowych 
mają wpływ m.in. zastosowana strategia pomiarowa oraz 
algorytmy, które są częścią oprogramowania współpracują-
cego z tego rodzaju urządzeniami pomiarowymi. Badania, 
których wyniki przedstawiono w ramach niniejszej pracy, 
wykonano w celu: porównania wartości promieni krawę-
dzi natarcia i spływu pióra łopatki uzyskanych za pomocą 
dwóch wybranych metod obliczeniowych; oceny istotności 
wpływu rozmieszczenia oraz liczby punktów nominalnych 
i pomiarowych na wartości promieni.

W artykule zaprezentowano dane nominalne oraz wyniki 
symulacji stykowych pomiarów współrzędnościowych do-
tyczące wartości promieni krawędzi natarcia i spływu pióra 
łopatki. Dane nominalne oraz wyniki badań numerycznych 
uzyskano za pomocą komercyjnego oprogramowania Bla-
de Pro oraz opracowanego programu komputerowego ba-
zującego na wybranej metodzie optymalizacji należącej do 
grupy metod gradientów sprzężonych.

Porównanie danych nominalnych pióra łopatki

Promienie nominalne krawędzi natarcia i spływu pió-
ra łopatki obliczono na podstawie punktów nominalnych 
w wyniku zastosowania charakterystyki pomiarowej średni 
promień krawędzi w programie Blade Pro oraz dopaso-
wując okręgi do tych punktów. Dopasowanie wykonano 

z użyciem metody optymalizacji Fletcher’a-Reeves’a  
(F-R). Postać funkcji celu w przypadku optymalizacji była 
wynikiem zastosowanego elementu skojarzonego Gaussa. 
Dane nominalne obliczono dla trzech wybranych i równo-
miernie rozmieszczonych przekrojów pióra łopatki (A-A, 
C-C i E-E) (rys. 1).

Rys. 1. Analizowane przekroje poprzeczne pióra łopatki

W przypadku wybranej metody optymalizacji punkt obli-
czony w iteracji k + 1 obliczeń numerycznych wyznaczany 
jest z równania [4, 5]:
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W przypadku wybranej metody optymalizacji punkt obli-
czony w iteracji k + 1 obliczeń numerycznych wyznaczany
jest z równania [4, 5]:

x𝑘𝑘+1 = x𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝑘𝑘d𝑘𝑘 (1)

gdzie: 𝐱𝐱𝑘𝑘 – punkt obliczony w iteracji 𝑘𝑘; 𝛽𝛽𝑘𝑘 – krok poszuki-
wania minimum funkcji celu w danym kierunku; 𝐝𝐝𝑘𝑘 – kieru-
nek poszukiwania minimum funkcji celu.

Metoda Fletcher’a-Reeves’a jako pierwszy kierunek po-
szukiwania minimum funkcji celu przyjmuje kierunek naj-
większego spadku. Natomiast kierunki w kolejnych
iteracjach obliczeń są sprzężone z kierunkami wyznaczo-
nymi w iteracjach poprzednich. Kierunek poszukiwania mi-
nimum funkcji celu w iteracji k obliczany jest z użyciem
wzoru [4, 5]:

d𝑘𝑘 = � −∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘), 𝑘𝑘 = 0
−∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘) + 𝛿𝛿𝑘𝑘d𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁 (2) 

gdzie: 𝛁𝛁𝐽𝐽(𝐱𝐱𝑘𝑘) – gradient funkcji celu 𝐽𝐽(𝐱𝐱𝑘𝑘) obliczony dla
punktu 𝐱𝐱𝑘𝑘.

Parametr 𝛿𝛿𝑘𝑘 w przypadku metody Fletcher’a-Reeves’a
jest obliczany za pomocą równania [4, 5]:

𝛿𝛿𝑘𝑘 = ‖∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘)‖2

‖∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘−1)‖2 (3)

Wartości nominalne promieni krawędzi natarcia i spływu
pióra łopatki porównano dla trzech różnych grup punktów
nominalnych (G1, G2 i G3), które losowo wybrano dla roz-
ważanych przekrojów pióra łopatki. Grupy te były zróżnico-
wane pod względem rozmieszczenia i liczby punktów
nominalnych. Rozkład punktów i ich ilość modyfikowano
określając punkty startu oraz końca krawędzi natarcia i
spływu pióra łopatki w poszczególnych jej przekrojach po-
przecznych. Zastosowano równomierny rozkład punktów
nominalnych wzdłuż krzywych reprezentujących analizowa-
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	 (1)

gdzie: xk – punkt obliczony w iteracji k; ßk – krok poszukiwa-
nia minimum funkcji celu w danym kierunku; dk – kierunek 
poszukiwania minimum funkcji celu.

Metoda Fletchera-Reevesa (F-R) jako pierwszy kieru-
nek poszukiwania minimum funkcji celu przyjmuje kierunek 
największego spadku. Natomiast kierunki w kolejnych ite-
racjach obliczeń są sprzężone z kierunkami wyznaczonymi 
w iteracjach poprzednich. Kierunek poszukiwania minimum 
funkcji celu w iteracji k obliczany jest z użyciem wzoru [4, 5]:
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(2)

gdzie: ∇J(xk) – gradient funkcji celu J(xk) obliczony dla 
punktu xk.

Parametr δk w przypadku metody Fletchera-Reevesa jest 
obliczany za pomocą równania [4, 5]:
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celu w przypadku optymalizacji była wynikiem zastosowa-
nego elementu skojarzonego Gaussa. Dane nominalne
obliczono dla trzech wybranych i równomiernie rozmiesz-
czonych przekrojów pióra łopatki (A-A, C-C i E-E) (rys. 1).

Rys. 1. Analizowane przekroje poprzeczne pióra łopatki

W przypadku wybranej metody optymalizacji punkt obli-
czony w iteracji k + 1 obliczeń numerycznych wyznaczany
jest z równania [4, 5]:

x𝑘𝑘+1 = x𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝑘𝑘d𝑘𝑘 (1)

gdzie: 𝐱𝐱𝑘𝑘 – punkt obliczony w iteracji 𝑘𝑘; 𝛽𝛽𝑘𝑘 – krok poszuki-
wania minimum funkcji celu w danym kierunku; 𝐝𝐝𝑘𝑘 – kieru-
nek poszukiwania minimum funkcji celu.

Metoda Fletcher’a-Reeves’a jako pierwszy kierunek po-
szukiwania minimum funkcji celu przyjmuje kierunek naj-
większego spadku. Natomiast kierunki w kolejnych
iteracjach obliczeń są sprzężone z kierunkami wyznaczo-
nymi w iteracjach poprzednich. Kierunek poszukiwania mi-
nimum funkcji celu w iteracji k obliczany jest z użyciem
wzoru [4, 5]:

d𝑘𝑘 = � −∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘), 𝑘𝑘 = 0
−∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘) + 𝛿𝛿𝑘𝑘d𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁 (2) 

gdzie: 𝛁𝛁𝐽𝐽(𝐱𝐱𝑘𝑘) – gradient funkcji celu 𝐽𝐽(𝐱𝐱𝑘𝑘) obliczony dla
punktu 𝐱𝐱𝑘𝑘.

Parametr 𝛿𝛿𝑘𝑘 w przypadku metody Fletcher’a-Reeves’a
jest obliczany za pomocą równania [4, 5]:

𝛿𝛿𝑘𝑘 = ‖∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘)‖2

‖∇𝐽𝐽(x𝑘𝑘−1)‖2 (3)

Wartości nominalne promieni krawędzi natarcia i spływu
pióra łopatki porównano dla trzech różnych grup punktów
nominalnych (G1, G2 i G3), które losowo wybrano dla roz-
ważanych przekrojów pióra łopatki. Grupy te były zróżnico-
wane pod względem rozmieszczenia i liczby punktów
nominalnych. Rozkład punktów i ich ilość modyfikowano
określając punkty startu oraz końca krawędzi natarcia i
spływu pióra łopatki w poszczególnych jej przekrojach po-
przecznych. Zastosowano równomierny rozkład punktów
nominalnych wzdłuż krzywych reprezentujących analizowa-
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(3)

Wartości nominalne promieni krawędzi natarcia i spływu 
pióra łopatki porównano dla trzech różnych grup punktów 
nominalnych (G1, G2 i G3), które losowo wybrano dla 
rozważanych przekrojów pióra łopatki. Grupy te były zróż-
nicowane pod względem rozmieszczenia i liczby punktów 
nominalnych. Rozkład punktów i ich ilość modyfikowa-
no, określając punkty startu oraz końca krawędzi natarcia 
i spływu pióra łopatki w poszczególnych jej przekrojach 
poprzecznych. Zastosowano równomierny rozkład punktów 
nominalnych wzdłuż krzywych reprezentujących analizo-
wane przekroje. Całkowita liczba punktów nominalnych 
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w każdym przekroju wynosiła 1000. Dane wejściowe do 
procesu optymalizacji w postaci współrzędnych punktów 
nominalnych zostały wygenerowane z programu Calypso, 
który współpracuje z oprogramowaniem Blade Pro.

Wartości promieni rozpatrywanych krawędzi pióra łopatki 
obliczone z użyciem programu Blade Pro oraz wybranej 
metody optymalizacji były bardzo zbliżone. Największą 
różnicę między tymi promieniami, wynoszącą 4 µm, uzy-
skano w przypadku krawędzi natarcia oraz drugiej grupy 
punktów zlokalizowanych w przekroju C-C.

Porównanie wyników symulacji pomiarów 
współrzędnościowych pióra łopatki

Dane do przeprowadzonych analiz utworzono z użyciem 
oprogramowania Calypso, którego użytkownik ma możli-
wość symulacji pomiaru współrzędnościowego. Zastoso-
wano rozrzut punktów pomiarowych względem analizo-
wanego wyrobu wynoszący ±0,01 mm. Wartości promieni 
krawędzi natarcia i spływu pióra łopatki obliczone za pomo-
cą programu Blade Pro oraz wybranej metody optymalizacji 
dla punktów pomiarowych, które wygenerowano w trybie 
symulacji przedstawiono na rys. 2 i 3.

Rys. 2. Wartości promieni krawędzi natarcia obliczone z użyciem oprogra-
mowania Blade Pro i metody F-R dla trzech przekrojów oraz trzech grup 
punktów pomiarowych

Całkowita liczba punktów pomiarowych dla poszczegól-
nych przekrojów poprzecznych wynosiła 1000. W przypad-
ku metody F-R początkowe i końcowe punkty pomiarowe, 
na podstawie których realizowano obliczenia, były punkta-
mi najbliższymi skrajnym punktom nominalnym należącym 
do poszczególnych grup. W przypadku oprogramowania 
Blade Pro wybór punktów pomiarowych jest realizowany 

automatycznie. W związku z tym obliczenia z użyciem 
programu i metody F-R nie mogły być przeprowadzone 
dokładnie dla tych samych punktów pomiarowych.

Rys. 3. Wartości promieni krawędzi spływu obliczone z użyciem oprogra-
mowania Blade Pro i metody F-R dla trzech przekrojów oraz trzech grup 
punktów pomiarowych

Podsumowanie
Zaprezentowane wyniki wskazują na konieczność sta-

rannego doboru metody obliczeniowej celem uzyskania 
dokładnych wyników pomiarów krawędzi natarcia i spływu 
pióra łopatki. Niezależnie od zastosowanej metody różnice 
między rezultatami badań symulacyjnych uzyskanymi dla 
różnych grup punktów są znaczące.

Zrealizowane badania mają charakter wstępny. Kolejne 
prace badawcze powinny dotyczyć analizy rzeczywistych 
wyników pomiarów pióra łopatki, wyboru najkorzystniejszej 
lokalizacji punktów wzdłuż rozpatrywanych krawędzi oraz 
implementacji wybranej metody optymalizacji w komercyj-
nym oprogramowaniu metrologicznym.
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