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W artykule przedstawiono definicje i podstawowe formalizmy 
identyfikacji parametrycznej i strukturalnej. Krótko przedsta-
wiono praktyczne aspekty tak postawionego zadania. Następ-
nie, wykorzystując prosty model matematyczny, pokazano, że 
pominięcie identyfikacji modelu może prowadzić do grubych 
błędów jakościowych i ilościowych.
SŁOWA KLUCZOWE: identyfikacja, model dynamiczny, zadanie 
nieliniowe

The paper reminds of basic definitions and formalisms of para-
metric and structural identification. Practical aspects of formu-
lation of identification problem were presented. Furthermore, 
the simple example shows that the omission of identification 
procedure leads to serious errors, even for not complicated 
models.
KEYWORDS: identification, dynamic model, nonlinear task

Celem przewodnim niniejszego artykułu jest wykazanie 
konieczności posługiwania się modelem dostatecznie do-
brze opisującym zjawiska fizyczne, czyli poprawnie ziden-
tyfikowanym. Wbrew pozorom zadanie to nie jest proste. 
W chwili obecnej dążność do uzyskiwania konstrukcji ma-
teriałooszczędnych w połączeniu z dokonaniami inżynierii 
materiałowej stawia przed inżynierem wymóg tworzenia 
nowych, dokładniejszych modeli dynamicznych i rezygnacji 
z ogólnie przyjętych „podręcznikowych” uproszczeń [1–3]. 
Wiele zagadnień z dostatecznie dobrą dokładnością trak-
towanych jako liniowe wymaga obecnie pełnego opisu nie-
liniowego itp. Sformułowanie w sposób poprawny zadania 
optymalizacji wymaga pewności, że opisuje się zjawiska 
w pełni adekwatnym modelem. Jedynym sposobem na 
stwierdzenie, czy tak jest w istocie, jest konfrontacja z rze-
czywistością, czyli eksperyment, a „dopasowanie” modelu 
do rzeczywistości wymaga jednak formalnego rozwiązania 
zadania identyfikacji. Alternatywą jest metoda prób i błę-
dów, na co obecnie nikogo nie stać.

krótka teoria 

Zacznijmy rozważania od definicji. Samo słowo „identyfi-
kacja”, mające zresztą polski synonim „utożsamienie”, uży-
wane bywa w różnych znaczeniach. Dlatego też w dalszych 
rozważaniach przyjmijmy, że pod pojęciem identyfikacji 
rozumieć będziemy „identyfikacje modelu dynamicznego”, 
czyli mówiąc poglądowo: wszelkie działania polegające na 
zmianie wartości współczynników i struktury modelu w taki 
sposób, by model odpowiadał wynikom naszej obserwa-
cji z możliwie największą (dopuszczalną) dokładnością. 
Przyjmijmy, że budowany model dynamiczny stanowi układ 
równań różniczkowych zwyczajnych rzędu drugiego zapi-
sany w postaci:
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gdzie przez qi oznaczono dowolne (liniowe, kątowe) współ-
rzędne uogólnione, a przez xi – współrzędne główne (nor-
malne) układu zlinearyzowanego.

Transformacja q → x jest liniowa i odwracalna, a jej 
wykonanie niezbędne dla dowiedzenia twierdzenia o moż-
liwości uzyskania w sposób addytywny coraz dokładniej-
szych przybliżeń przy analitycznym rozwiązywaniu układu 
nieliniowego [4]. Załóżmy dalej, że istnieje możliwość po-
równania wyników obliczeń z rezultatem obserwacji dla 
pewnej liczby współrzędnych (stopni swobody). Założenie 
to pozwala zapisać relację „wynik obserwacji ⇔ model” 
w następujący sposób:
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– dla modelu liniowego,

 { ( , , , )} ( , , , )t i i i i iS x t n r y m k c tq ⇔  (3)

– dla modelu nieliniowego. 

W równaniach przyjęto następujące oznaczenia: {xi(…)} 
– wynik obserwacji będący w istocie procesem losowym, 
zależnym od czasu obserwacji t, czasu ewolucyjnego q, 
uwzględniającego zmiany zachowań maszyny w różnych 
okresach eksploatacji; n – egzemplarza badanego obiektu 
i r – punktu lokalizacji sensora pomiarowego; St – zdefi-
niowany operator selekcji w dziedzinie czasu, zawierający 
w sobie przedział czasowy eksperymentu i odpowiednie 
uśrednienie (preprocesing) sygnału, umożliwiające porów-
nanie modelu zdeterminowanego nie z procesem losowym 
(co jest niewykonalne), tylko z jego zdeterminowaną cha-
rakterystyką; pj(t) – wymuszenia; hi – impulsowe funkcje 
przejścia będące funkcjami parametrów modelu, czyli mas 
(mi), sztywności (ki) i tłumień (ci); yi – rozwiązanie układu 
nieliniowego niedające się przedstawić w postaci sumy 
splotów funkcji przejścia i wymuszeń; k – operator dopaso-
wania stosowany wówczas, gdy nie można bezpośrednio 
zmierzyć (zarejestrować) przebiegu dynamicznego wybra-
nej współrzędnej, np. gdy modelujemy drgania przekładni 
zębatej i wynikiem modelowania są drgania wału w ło-
żyskach, a obserwujemy przebieg dynamiczny wybranej 
części korpusu [5].

Aby relację sygnał↔model przekształcić w najprostsze 
zadanie identyfikacji, należy spośród parametrów układu 
wybrać zmienne decyzyjne i zdefiniować metrykę tak, by 
możliwe było liczenie w połączonym zbiorze przetworzo-
nych sygnałów i obliczeń modelowych. Prowadzi to do 
układu równań:
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gdzie: ji – błąd struktury modelu występujący zawsze, 
gdyż żaden model nie jest idealny; jni – błąd nieliniowego 
zaburzenia; ji – szum pomiarowy.

Często zaburzenia nieliniowe traktujemy jako błąd struk-
turalny modelu, co sprowadza się do zaniechania wyod-
rębnienia osobnej funkcji jni. Formalnie zatem zadanie 
identyfikacji parametrycznej w dziedzinie czasu możemy 
zapisać w postaci:
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gdzie i id ψ φ≥ +  oznacza dopuszczalny błąd identyfikacji. 

Problem niemożliwości uzyskania dużej liczby nieza-
leżnych punktów pomiarowych rozwiązuje się zazwyczaj, 
poddając równanie obustronnie transformacji Fouriera, 
czyli sprowadzając do postaci:
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gdzie: Ψ Φ∆ ≥ + ; { }tX S x= ℑ ; H h= ℑ  – transmitancja wid-
mowa; ℑ  – operator transformaty Fouriera (wszystkie po-
zostałe wielkości opisane dużymi literami są transformata-
mi odpowiednich wielkości występujących w równaniu (4));
Sω  oznacza operator selekcji w dziedzinie częstotliwości, 
czyli operator filtracji. 

Przykład prostego modelu nieliniowego 

Opisany teoretycznie tok postępowania prześledźmy 
najpierw na możliwie najprostszym przykładzie. Rozpa-
trzmy model ciężkiej tarczy osadzonej na lekkim wale 
wytworzonym z kompozytu węglowego [6]. Wiadomo, że 
materiał wału ma cechy nieliniowe, to znaczy, że przynaj-
mniej współczynnik sprężystości jest nieliniową funkcją 
przemieszczenia. Spróbujmy zidentyfikować prosty model 
dynamiczny w dziedzinie częstotliwości. Jako kryterium 
identyfikacji przyjmijmy porównanie modułów transmitan-
cji. Obserwacja polega na rejestracji przemieszczenia dla 
różnych prędkości obrotowych. Nieliniowość siły sprężystej 
aproksymujemy rozwinięciem w szereg potęgowy z do-
kładnością do drugiego wyrazu. Załóżmy również pomijal-
nie małą masę wału w stosunku do masy tarczy. Zadanie 
sprowadza się zatem do następującej zależności:

 
3 2... sinmx kx x cx e tε+ + + + = W W   (7)

gdzie: e – mimośród (niewyrównoważenie); W – prędkość 
obrotowa; c – współczynnik tłumienia obliczony z pomiaru 
drgań gasnących; k – liniowa część charakterystyki sprę-
żystej z próby statycznej. 
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gdzie: tS  – definiuje się jako charakterystykę okna Hannin-
ga; Sω  – filtracja sygnału w przedziale 0–3 00 3ω÷ , gdzie przez

0ω  oznaczono częstość własną układu zlinearyzowanego. 
Wielkość d przyjęto jako 00,1H .

Przeprowadzone obliczenia wykazują niemożliwość do-
konania identyfikacji przy takich założeniach. Oznacza to, 
że model jest jakościowo błędny. Spróbujmy zatem znaleźć 
inną postać funkcji opisującej nieliniową sprężystość. Za-
łóżmy, że siła sprężysta dana jest zależnością:
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W pierwszym przybliżeniu aproksymujmy to wyrażenie 
trzema wyrazami rozwinięcia, pomijając wyraz prostokątny 
i składową x2 jako niemającą sensu fizycznego:
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W tym przypadku zadanie jest rozwiązywalne i pozwala 
na znalezienie 1ε  i 5ε  tak, by spełniony był warunek (8). 
Rezultat identyfikacji przedstawiono na rysunku z widocz-
nym obszarem niestateczności charakterystycznym dla 
układu nieliniowego. Warto zwrócić uwagę na dwa fakty. 
Składnik charakterystyki sprężystej zależny od prędkości 
ma wymiar siły tłumienia. Gdyby zamiast przyjęcia modelu 
według wzoru (10) po prostu zidentyfikować współczynnik 
tłumienia, otrzymalibyśmy równanie, w którym tłumienia od 
zaburzenia sprężystości odróżnić się nie da, a współczyn-
nik c jest nieprawdziwy i maskuje błąd opisu siły sprężysto-
ści. Tak uzyskane równania byłyby nieużyteczne w przy-
padku ewentualnych zmian układu, np. przy optymalizacji 
położenia tarczy na wale itp.

Rys. Rezultat identyfikacji modelu dynamicznego wału maszynowego 
wykonanego z kompozytu węglowego ([6])

Podsumowanie i wnioski

Naturalna szczupłość ram artykułu nie pozwala na 
umieszczenie dalszych, bardziej skomplikowanych przy-
kładów. Niemniej jednak nawet tak prosty przykład, jak 
umieszczony w punkcie poprzednim, może przekonać 
Czytelnika, że identyfikacja modelu dynamicznego bywa 
niezbędna. Żaden bowiem, nawet najlepszy program kom-
puterowy nowych zjawisk nie odkryje. 
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