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Analiza numeryczna ptyt z centralng szczeling
poddawanych dwuosiowemu rozcigganiu
dla materiatlow sprezysto-plastycznych

Numerical analysis of the center cracked square plates
in biaxial tension for elastic-plastic materials

MARCIN GRABA*

Zaprezentowano wybrane wyniki analizy numerycznej plyt
CCSP(BT) z centralnym peknieciem poddawanych dwuosio-
wemu rozcigganiu. Przedstawiono szczegéty modelu nume-
rycznego, wplyw poziomu dwuosiowosci naprezen rozcigga-
jacych plyte na wartos¢ catki J oraz rozktad naprezen przed
wierzchotkiem pekniecia. Analize prowadzono z zatozeniem
matych i duzych odksztatcen.

SLOWA KLUCZOWE: ptyta CCSP(BT), MES, catka J, rozktad
naprezen

Presented are selected results of numerical analysis for
CCSP(BT) plates, containing a central crack subjected to
biaxial tension. Details of the numerical analysis were pre-
sented and the discussion about the impact of the level of
biaxial tension ratio on stress field near crack tip was done.
The analysis was performed on the assumption of small and
large deformations.

KEYWORDS: CCSP(BT) plate, FEM, J-integral, stress field

Symbol Wyjasnienie

Q naprezenia Q, okreslane réwniez mianem parametru Q be-
dacego réznicag pomiedzy rozwigzaniem numerycznym MES
a rozwigzaniem HRR, wyznaczang z reguly dla naprezen
rozwierajgcych powierzchnie szczeliny przy zatozeniu matych
odksztatcen

catka J, N/m

granica plastycznosci, MPa

dtugo$¢ peknigcia, m

szerokosé plyty, m

diugo$¢ niepeknigtego odcinka prébki, m

grubos¢ ptyty, m

wzgledna dlugos$¢ peknigcia

modut Younga, GPa

wspotczynnik Poissona

s“*fm%mc'gmgu

promien w wierzchotku pekniecia, m

X1, X0, X3 | Wspotrzedne w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych: xy, X, —
wspotrzedne w ptaszczyznie pekniecia, x; — wspotrzedna w kie-

runku grubosci

Pola naprezen przed wierzchotkiem pekniecia w mate-
riatach sprezysto-plastycznych po raz pierwszy byty ana-
lizowane w 1968 r. [1, 2]. Rozwazania te — podsumowane
przez McClintoka [3] w postaci rozwigzania HRR (od na-
zwisk tworcéw: Hutchinsona, Rice’a i Rosengrena) — sta-
nowity podstawe wielu prac [4—13], w ktérych poruszano
zagadnienia z zakresu sprezysto-plastycznej mechaniki
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pekania. Kolejni autorzy rozwazali rézne geometrie za-
wierajgce szczeliny (np. belki, ptyty) i zawsze odwotywali
sie do podstawowego dla mechaniki pekania rozwigzania
HRR. Nawet procedury SINTAP [14] i FITNET [15] odno-
szg sie do niego w rozdziatach poswieconych wyznacza-
niu rzeczywistej odpornosci na pekanie, gdy zachodzi po-
trzeba oszacowania wartosci naprezen Q zdefiniowanych
przez O'Dowda [4, 5].

Rozwigzanie HRR [1, 2] podane zostato przez autoréw
zarowno dla pierwszego, jak i drugiego sposobu obcig-
zenia (mode | oraz mode Il) [16]. W 1974 r. Shih [17]
przedstawit kompleksowa analize rozktadéw naprezen
dla uplastycznienia bliskiego zasiegu przy ptaskim stanie
odksztatcenia (p.s.0.) w przypadku ztozonego stanu ob-
cigzenia — mixed mode. Jednakze, jak wiadomo z litera-
tury, stan naprezen w rzeczywistej geometrii — belce czy
ptycie o ograniczonych wymiarach, okreslonej szerokosci
i grubos$ci oraz peknieciu o danej diugosci — jest wraz-
liwy na zmiany tych parametrow. Parametry te wplywa-
jg na poziom wiezéw geometrycznych (wiezow ptaskich
i wiezow w kierunku grubosci), ktoére trzeba rozumiec¢ jako
miare ograniczen stawianych przez materiat rozwijajgcym
sie odksztatceniom plastycznym przed wierzchotkiem
pekniecia wskutek dziatania obcigzenia zewnetrznego
[18]. Tematyka wiezow byta wielokrotnie dyskutowana
w literaturze fachowej [4—13], jednak wcigz jest to temat
niewyczerpany ze wzgledu na réznorodnos¢ geometrii,
sposobow obcigzenia czy nawet materiatéw. O ile wiele
prac poswieca sie podstawowym elementom konstrukcyj-
nym [9-13], dyskutowanym w procedurach SINTAP [14]
i FITNET [15] — np. ptycie z centralng szczeling podda-
ng rozcigganiu wedlug pierwszego sposobu obcigzenia
[12, 13] — to istniejg geometrie, ktdre nie sg tak szeroko
dyskutowane i analizowane. Takim przyktadem jest kwa-
dratowa ptyta z centralng szczeling poddawana dwuosio-
wemu rozcigganiu (central cracked square plate in biaxial
tension) — CCSP(BT), rys. 1.

Rys. 1. Pilyta kwa-
dratowa z centralng
szczeling poddana
dwuosiowemu roz-
cigganiu: a — dtugosé
pekniecia; W — szero-
kos¢ probki; B — gru-

bos$¢ probki; o,, — na- @ = o1
prezenia normalne do DE 2a | F—=
powierzchni peknigcia 2

(sktadowa obcigzenia
zewnetrznego wedtug
pierwszego sposobu
obcigzenia), oznacza-
ne réwniez jako 0, ¢y
0y, — haprezenia Sci-
najgce powierzchnie peknigcia (sktadowa obcigzenia zewnetrznego we-
dtug drugiego sposobu obcigzenia), oznaczane réwniez jako 0y ¢«
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Geometria ta byta omawiana w pracach [19, 20], gdzie
dyskutowano o poziomach naprezen, a takze podano
alternatywne rozwigzania na obcigzenia graniczne wo-
bec wzoréow proponowanych przez Meeka i Ainswortha
[21]. Pewne analogie mozna réwniez znalez¢ w pracach
[22, 23], gdzie autorzy dyskutujg o polach blisko wierz-
chotka pekniecia w materiatach sprezysto-plastycznych
dla ztozonego sposobu obcigzenia.

Jak wspominano, tematyka wiezéw, mimo ze szeroko
dyskutowana, wcigz jest niewyczerpana, dlatego autor
zdecydowat sie poruszy¢ zagadnienia réznorodnych pol
przed wierzchotkiem pekniecia dla ptyty CCSP(BT), kon-
centrujgc sie na poziomie naprezen oraz na poziomie
catki J, ktdrg uwaza sie za parametr kontrolujgcy proces
pekania oraz za amplitude osobliwych pdl naprezen i od-
ksztatcen. Rozwazania bedg oparte na kompleksowym
programie obliczen numerycznych, wykonywanych meto-
dg elementow skohnczonych (MES), prowadzonych z wy-
korzystaniem pakietu ADINA w wers;ji 8.8 [24, 25].

Geometria, materiat i model numeryczny
ptyty CCSP(BT)

Analizie numerycznej poddano geometrie ptyt CCSP
(BT) pokazang na rys. 1. Przyjeto statg szerokos¢ piyt
W =40 mm. Modelowano ptyty zawierajgce peknie-
cia o czterech wzglednych dtugosciach a/W ={0,05;
0,20; 0,50; 0,70}. Obliczenia prowadzono przy zatozeniu
ptaskiego stanu odksztatcenia, co oznaczato, ze grubos¢
modelowanej ptyty w modelu MES ustalono na B=1 m,
zgodnie z zaleceniami autoréw pakietu ADINA [24, 25].

Obcigzenia ptyt CCSP(BT) realizowano przez przy-
tozenie do dwdch brzegoéw probki wzajemnie prostopa-
dtych naprezen rozciggajgcych o,,, ktore rozciagaja ptyte
w kierunku propagacji pekniecia, oraz o,,, ktore rozcia-

Przytozone obcigzenie dziatajgce w kierunku
normalnym do powierzchni pekniecia,
oznaczone jako 0y, ¢«

a)

Przytozone obcigzenie dziatajgce w kierunku
stycznym do powierzchni peknigcia,
oznaczone jako Oy

TIME 40.00

PRESCRIBEL
PRESSURE
TIME 40.00

Q 2.000E+09

przemieszczenia wzdtuz osi 0Z, wynikajgce
z symetrii prébki (warunki zdefiniowano

A

o
Warunki brzegowe dopuszczajgce
w osi probki)

e={ TP PP

ANAAALR s
BBBBEBEBBBEB \ Peknigcie
Wierzchotek peknigcia
Warunki brzegowe dopuszczajgce
przemieszczenia wzdtuz osi 0Y, wynikajace

z symetrii probki (warunki zdefiniowano
w osi probki, wzdtuz niepeknietego jej odcinka)

w
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gajg ptyte w kierunku prostopadtym do powierzchni pek-
niecia (kierunek normalny do powierzchni szczeliny). By
kompleksowo oceni¢ poziom naprezen, testowano sie-
dem wariantow obcigzenia zewnetrznego, roznigcych sie
wzajemnym udziatem naprezen rozciggajgcych: 04,/0,, =
=0y ext!0z ext = {0; 0,25; 0,50; 0,75; 1,00; 1,25; 1,50}.

W analizie numerycznej wykorzystano model izotropo-
wy, jednorodny model materiatu sprezysto-plastycznego,
opisany warunkiem plastycznosci Hubera-Misesa-Hen-
cky’ego. Zwigzek konstytutywny wykorzystany w analizie
miat postac:

i:{ a/o, dlag<ay )
g la-(a/0p)"

dla o>0y

gdzie: 0 — naprezenie, € — odksztatcenie, o, — granica
plastycznosci, ¢, — odksztatcenie odpowiadajgce grani-
cy plastycznosci (¢, = 0y/E, gdzie E to modut Younga),
a — stata potegowa w prawie Ramberga-Osgooda (R-O),
n — wykfadnik potegowy w prawie R-O.

Zaktadano statg wartos¢ modutu Younga E = 206 GPa,
statg wartos¢ wspotczynnika Poissona v = 0,3 oraz war-
tos¢ statej potegowej a=1. By oceni¢ wptyw statych
materiatowych, w symulacji wykorzystano cztery wartosci
granicy plastycznosci o, = {315, 500, 1000, 1500} MPa
oraz cztery wartosci wyktadnika umocnienia n = {3,36; 5;
10; 20}.

Model ptyty CCSP(BT) wprowadzany do programu
ADINA stworzono zgodnie ze wskazowkami podanymi
w pracach [26, 27]. Ze wzgledu na symetrie ptyty (wykorzy-
stano dwie osie symetrii), modelowano jedynie jej cwiart-
ke, uwzgledniajgc wiasciwe warunki brzegowe (patrz
rys.2). To podejScie pozwala na wykorzystanie wigk-
szej liczby elementéw skonczonych (ES) na mniejszym

b)

BBBBBBBBBBBB\ \Pekniecie
Wierzchotek ~——————

pekniecia

c)

o i j"Wcie
BBEBEBEBBBBBBBB Wierzcholek

pekniecia

Rys. 2. Model numeryczny ¢wiartki ptyty CCSP(BT) wykorzystany w programie badawczym: a) caty model numeryczny; b) obszar przywierzchot-
kowy; c) siatka elementéw skonczonych (ES) w bliskim sgsiedztwie wierzchotka pekniecia; w programie ADINA domysiny uktad wspétrzednych
dla zagadnien ptaskich jest orientowany w uktadzie YOZ, kierunek X w programie ADINA jest uwzgledniany w rozwigzywaniu zagadnien 3D przy
znanej grubos$ci pekniecia, zatem Y nalezy utozsamia¢ z kierunkiem x; réwnolegtym do powierzchni peknigcia, a Z — z kierunkiem x, normalnym

do powierzchni peknigcia
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fragmencie probki, skraca czas analizy numerycznej,
a od prowadzgcego analize wymaga zablokowania we
wiasciwym miejscu odpowiednich przemieszczen w ko-
lejnych weztach.

Wierzchotek peknigcia zamodelowano w postaci éwiartki
tuku o promieniur,, od 1 do 5 pym — wielko$¢ tego promie-
nia byta uwarunkowana przyjeciem w analizie matych,
wzglednie duzych odksztaicen i zalezata od charakte-
rystyki materiatowej (dla materiatéw silnie sie umacnia-
jacych mozna wykorzysta¢ mniejsze promienie zaokrag-
lenia). W niektérych przypadkach promien wierzchot-
ka pekniecia byt nawet 8000 razy mniejszy od szeroko-
Sci ptyty. Wierzchotek pekniecia podzielono na 12 cze-
Sci, zageszczajgc podziat w kierunku osi symetrii ptyty.
W réznych przypadkach relacja pomiedzy rozmiarem
najwigkszego i najmniejszego ES w wierzchotku peknie-
cia wynosita 5-20 razy. Obszar przywierzchotkowy o pro-
mieniu 1-5 mm podzielono na 36-50 ES, z ktérych z re-
guly najmniejszy, potozony przy wierzchotku pekniecia,
byt 20-50 razy mniejszy od ostatniego. Najmniejszy ele-
ment przywierzchotkowy stanowit ok. 1/3076, wzglednie
1/10 210 szerokosci ptyty W, a najwiekszy — ok. 1/154 lub
1/204 szerokosci ptyty. Parametry modelu numerycznego
dobierano $cisle w zaleznosci od diugosci pekniecia, ro-
dzaju i poziomu obcigzenia zewnetrznego oraz charakte-
rystyki materiatowej.

Siatke ES wypetniono dziewiecioweziowymi elemen-
tami typu 2-D SOLID plane strain o interpolacji typu
mixed z dziewiecioma punktami catkowania numeryczne-
go (PCN). Catkowity model numeryczny — w zaleznosci
od rodzaju materiatu, dtugosci pekniecia oraz obcigze-
nia zewnetrznego — sktadat sie z 3149-3428 elemen-
téw skonczonych zawierajgcych 12803-13921 weztow.
tacznie w programie badawczym poddano analizie
448 modeli réznigcych sie granicg plastycznosci, wyktad-
nikiem umocnienia, wzgledng dtugoscig pekniecia oraz
rodzajem obcigzenia zewnetrznego. Analize prowadzono
na dwa sposoby — zaktadajgc mate odksztatcenia i mate
przemieszczenia (warunek konieczny do poréwnania roz-
ktadéw naprezen z polem HRR, wyznaczenia naprezen Q
i numerycznego oszacowania catki J) oraz duze odksztat-
cenia i duze przemieszczenia (warunek niezbedny do
oszacowania maksymalnych naprezen rozwierajgcych po-
wierzchnie pekniecia, oznaczanych przez &, = 055 max/Oo,
i ich znormalizowanego potozenia przed wierzchotkiem
pekniecia W= (Xoo max - Oo)/J, gdzie Oy max 1O rzeczy-
wista warto$¢ maksymalnych naprezen rozwierajgcych
powierzchnie szczeliny wyrazona w MPa i oszacowana
MES, a Xy, max t0 fizyczna odlegto$¢ tego maksimum od
wierzchotka pekniecia).

Wymiar charakterystyczny promienia zaokragglenia
w wierzchotku pekniecia, wielko$¢ przywierzchotkowych
ES, gestos¢ siatki wokot wierzchotka pekniecia i jej po-
dziat w catym modelu numerycznym wynikaty z szeregu
testow, ktore przeprowadzit autor pracy, by uzyskac¢ w wy-
branym modelu numerycznym zbieznos$¢ wynikow. Testy
te ograniczono do analizy p.s.o. przy zatozeniu duzych
odksztatcen. Wtasnie dla tego typu obliczen numerycz-
nych rozktady naprezen przed wierzchotkiem peknigcia
oraz numerycznie oszacowywana catka J sg wrazliwe na
parametry modelu numerycznego, co byto dyskutowane
w pracach [10,26-27]. Szerokg analize tego problemu
autor przedstawit w [10], gdzie wyciagnat szereg wnio-
skow znajdujgcych zastosowanie przy prowadzeniu roz-
norodnych obliczen numerycznych.

Catke J wyznaczano zgodnie z koncepcjg virtual shift
method, w ktorej wykorzystuje sie wirtualny przyrost dtu-
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gosci pekniecia [24,25]. Zastosowany w analizie kontur
catkowania, niezbedny do wyznaczenia catki J, przebiegat
stosunkowo daleko od wierzchotka peknigcia i obejmowat
swym promieniem co najmniej 30-45 ES. Wyniki uzyski-
wane dla kilku konturéw catkowania okazywaty sie zbiez-
ne. Pakiet ADINA [24,25] pozwala réwniez oszacowac
catke J zgodnie z jej definicjg:

ou

J= Lwdxz - t(a_xl) ds (2)

gdzie: w — gestos¢ energii odksztatcenia, t — wektor obcig-
zenia zwigzany z wektorem jednostkowym n, ktory dziata
na dowolny kontur C zakreslony wokot wierzchotka szcze-
liny (n jest jednostkowym wektorem normalnym do kontu-
ru C), u — wektor przemieszczenia, ds — infinitezymalny
odcinek wzdtuz konturu catkowania C.

Wyznaczane numerycznie na oba sposoby wartosci
catki J (zarowno z definicji, jak i z koncepciji virtual shift
method) pokrywaty sie, jednak w przypadku analizy z wy-
korzystaniem wzoru (2) opartego na definicji catki J wy-
diuzat sie czas obliczen numerycznych. Prace [10, 26—-27]
zawierajg wskazowki, jak oszacowa¢ numerycznie war-
tos¢ caftki J. Uwagi zawarte w tych pracach wykorzystano
w prezentowanych obliczeniach numerycznych.

Wybrane wyniki analizy numerycznej
dla ptyt CCSP(BT)

W trakcie analizy wynikéw numerycznych w niniejszej
pracy ograniczono sie do oceny wartosci catki J w zalez-
nosci od rodzaju obcigzenia i wzglednej dlugosci peknie-
cia, a takze dokonano analizy stanu naprezen przed wierz-
chotkiem pekniecia dla wybranych przypadkdéw obcigzenia
zewnetrznego oraz geometrii ptyty zwigzanej z diugoscig
pekniecia. Stan naprezen oceniono dla matych i duzych
odksztatcen. Ze wzgledu na ograniczong objetos¢ pracy
wyniki zaprezentowano tylko dla jednej kombinacji ma-
terialowej, charakteryzujgcej sie statymi materiatowymi
0, = 315 MPa oraz n = 5. Byto to uzasadnione tym, ze ma-
teriat o tej charakterystyce testowany byt przez Sumptera
i Forbesa [28], ktorzy okreslali poziom wiezéw pfaskich
oraz rozwazali budowe kryteriow pekania.

m Catka J - sita pociggowa szczeliny. Na rys.3
zaprezentowano wykresy catki J w funkcji obcigzenia
zewnetrznego o,, . hormalizowanego przez obcigzenie
graniczne (0,,)™ dla réznych pozioméw dwuosiowosci
naprezen rozciagajacych 0Oy ex/0,; ox. Wraz ze wzrostem
obcigzenia zewnetrznego rosnie wartos¢ catki J — jest
to wniosek naturalny, niepodlegajgcy dyskusji.

Krzywe J=1f(0,, o/(02,)™°) W zaleznosci od ilorazu
Oyy ext!Oz ext systematycznie ukladajg sie jedynie w przy-
padku piyt zawierajgcych bardzo dtugie pekniecia
a/W =0,70 (rys. 3c). Im wigkszy iloraz 0y, ex/0;; ext, tym
wieksza wartosc¢ catki J dla tego samego znormalizowa-
nego poziomu obcigzenia zewnetrznego. W przypadku
szczelin normatywnych (a/W = 0,50) krzywe J =f(0,, o/
1(02,)7°) dla wartosci ilorazéw 0Oy, ¢x/0,, e W zakresie od
0 do 1 ukfadajg sie coraz wyzej, po czym dla wiekszych
wartosci ilorazéw 0y, ¢x/0,; o« PONOWNIE Obserwuje sig
obnizenie wartosci catki J przy tym samym znormalizo-
wanym poziomie obcigzenia zewnetrznego (rys. 3c). Po-
dobne zachowanie obserwuje sie dla ptyt ze szczelinami
krotkimi (/W =0,20) i bardzo krotkimi (a/W =0,05) —
rys. 3a— z tym ze wzrost wartosci catki J przy tym samym

»
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a) b)
CCSP(BT) p.s.o. W=40mm aW = 0,05

CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W = 0,50
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Rys. 3. Wplyw wspétczynnika dwuosiowo$ci naprezen rozciggajgcych plyte 0y, /0, ox Na uktad krzywych J =1(0,, ¢.l/(02,)™) dla ptyt CCSP(BT):

a) a/W = 0,05; b) a/W = 0,50; c) a/W = 0,70

a) b)
CCSP(BT) p.s.o. W=40mm 0y, ¢/0,, ex=0,50
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

CCSP(BT) p.s.0. W=40 MM 0y, o0y, oy =1,00
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

c)
CCSP(BT) p.s.0. W=40 MM 0y, /0, ex=1,50
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5
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Rys. 4. Wpltyw wzglednej dtugosci pekniecia a/W na uktad krzywych (J/(a-0;) = (0., ea/(02)™°) dla ptyt CCSP(BT): a) 0yy ext/0;; ext = 0,50;

b) O-yyiext/ O’zzﬁext = 1:00; C) o-yy7e><t/ Ozzien = 1150

poziomie znormalizowanego obcigzenia zewnetrznego
obserwuje sig w zakresie ilorazéw 0Oy, ¢/0,; ot = 0-1
0raz Oyy ex/0,; ext = 0-0,75, odpowiednio dla a/W = 0,20
oraz a/W = 0,05.

Na rys. 4 pokazano zaleznosc¢ catki J normalizowanej
przez iloczyn diugosci pekniecia i granicy plastycznosci
od znormalizowanego obcigzenia zewnetrznego dla ptyt
CCSP(BT) poddanych obcigzeniu wedtug identyczego
schematu (ta sama warto$¢ ilorazu 0y, ¢/0,; cx), ale
majgcych pekniecia o roznej diugosci. Wzrost dtugosci
pekniecia powoduje spadek znormalizowanej wartosci
catki J przy tym samym poziomie obcigzenia zewnetrz-
nego.

m Rozklad naprezen przy zalozeniu matych od-
ksztatcen. Analiza rozktadow naprezen przed wierzchot-
kiem pekniecia w pitytach CCSP(BT) prowadzona byta
dwuetapowo — w MES zatozono mate i duze odksztatce-
nia. Zatozenie matych odksztatcen pozwala numerycz-
nie oszacowac wartosé catki J (sita pociaggowa szczeliny
i parametr kontrolujgcy poziom wiezow geometrycznych
przed wierzchotkiem pekniecia), jednakze skutkuje osobli-
woscig naprezen przed wierzchotkiem pekniecia — napre-
zenia dgzg do nieskonczonosci (rys. 5).

Na rys.5 wida¢ zmiany naprezen przed wierzchot-
kiem pekniecia w ptycie CCSP(BT) o dtugosci peknie-
cia a/W = 0,20 dla réznych wartosci ilorazu 0y, ex/0z; ext:
bedacych miarg obcigzen rozciggajgcych ptyte. Wyniki

przedstawiono dla stanu, w ktdrym o0, ¢/(02,)™ = 1; na-
prezenia przedstawiane sg w funkgji fizycznej odlegtosci
od wierzchotka pekniecia x,. Materiat, ktérego dotyczy
zestawienie, charakteryzuje sie odpornoscig na pekanie
Jic =40 kN/m i z reguty peka po przekroczeniu obcigze-
nie granicznego [28]. Ciekawostkg jest, ze przy bardzo
duzych odksztatceniach plastycznych materiat ten peka
krucho [29].

Wzrost poziomu dwuosiowo$ci naprezen rozciggaja-
cych ptyte powoduje, Zze naprezenia rozwierajgce po-
wierzchnie pekniecia (rys. 5a) oraz naprezenia styczne
do powierzchni szczeliny (rys. 5b) rosng w zakresie zmian
ilorazu 0y, /0y, o = 0—1. Gdy iloraz naprezen rozcigga-
jacych 0y, /02, o Wynosi 1,25 oraz 1,50, obserwuje sie
spadek wartosci naprezen, przy czym w przypadku na-
prezen stycznych do powierzchni szczeliny spadek ten
jest bardzo nieznaczny. Zaréwno naprezenia 0,, rozwie-
rajgce powierzchnie pekniecia, jak i naprezenia 0,; stycz-
ne do powierzchni pekniecia wyraznie zalezg od ilorazu
Oy ext/0z ot D@dgcego miarg naprezen rozciggajacych
ptyte CCSP(BT) w dwdch kierunkach. lloraz ten w bardzo
matym stopniu wptywa na rozktad naprezen efektywnych
(rys. 5¢) — srednia réznica pomiedzy rozktadem napre-
zen efektywnych dla ilorazu oy /0, o =0 (stan dla
ptyty rozcigganej w jednym kierunku, normalnym do po-
wierzchni szczeliny) oraz ilorazu 0y, /0., x = 1,50 (ptyta
rozciggana w dwoch kierunkach) wynosi ok. 20% wartosci
granicy plastycznosci g,
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8 B
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E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

c)
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E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5
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Rys. 5. Rozktad naprezen przed wierzchotkiem pekniecia w ptytach CCSP(BT) dla réznych konfiguracji obcigzenia zewnetrznego 0y, ¢x/0,, o« dla
crzz_ext/{ozz)F’0 =1: a) naprezenia 0,, rozwierajgce powierzchnie pekniecia; b) naprezenia o,, styczne do powierzchni pekniecia; ¢) naprezenia efektyw-
ne O naprezenia normalizowane przez granicg plastycznosci przedstawiono w funkcji fizycznej odlegtosci od wierzchotka peknigcia x;

a) b)

CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W=0,20
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W=0,20
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

c)

CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W=0,20
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5
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Rys. 6. Rozktad naprezen przed wierzchotkiem peknigcia w ptytach CCSP(BT) dla réznych konfiguracji obcigzenia zewnetrznego 0y, ¢/07; ext
dla 0,, ¢/(02,)7 = 1: a) naprezenia 0, rozwierajgce powierzchnie pekniecia; b) naprezenia o, styczne do powierzchni peknigcia; c) naprezenia
efektywne o4 naprezenia normalizowane przez granice plastycznosci przedstawiono w funkcji znormalizowanej odlegto$ci od wierzchotka peknigcia

W = (X" 0p)/d

W przypadku zmiany wspétrzednej odcietej z fizycznej
odlegtosci od wierzchotka pekniecia x, (rys. 5) na odlegtos¢
znormalizowang g = (X; - 0p)/J (rys. 6) mozna zauwazyc¢, ze
w bardzo bliskim sgsiedztwie wierzchotka pekniecia dla
odlegtosci @ = (0-6) naprezenia normalne i styczne do po-
wierzchni peknigcia rosng wraz ze wzrostem wspoétczynni-
ka dwuosiowosci zewnetrznych naprezen rozciggajacych
ptyte Oy ex/Oy; ext (rys. 6a i b). Wybrany zakres znorma-
lizowanych odlegtosci y = (0-6) jest przez wielu bada-
czy [4-13] wykorzystywany w analizie poziomu wiezoéw
geometrycznych wptywajgcych na odporno$¢ na pekanie
oraz rozktad naprezen. Zakres ten dla prezentowane-
go poziomu obcigzenia zewnetrznego, charakterystyki ma-
teriatowej i geometrii ptyty CCSP(BT) wynosi 0-0,3 mm
dla 0y, ex/0z; ex = 0,0-0,5 mmdla oy, /0, e = 1,50, Oraz
0-2 mm dla 0y, ¢x/0;, ot = 1. Jest to zatem parametr zalez-
ny od dtugosci pekniecia, granicy plastycznosci, a przede
wszystkim catki J, ktéra w zasadzie determinuje wartos¢
parametru w dla okreslonego poziomu obcigzenia ze-
wnetrznego.

Dla wybranej przez O’'Dowda [4,5] znormalizowanej
odlegtosci od wierzchotka pekniecia w =2, w ktérej do-
konuje sie oszacowania naprezen Q [4,5, 10-13] wzgled-
nie wspotczynnika trojosiowosci naprezen T, (zgodnie
z zapisem Guo Wanlin: T, = 033/(0q; + 05,)) [6-10], rézni-

ca pomiedzy naprezeniami rozwierajgcymi powierzchnie
pekniecia dla schematdw obcigzenia 0y, ¢/0;; ex = 1,50
0raz Oy ¢x/0;; ext = 0 Wynosi 1,2- gy, natomiast dla napre-
zen stycznych do powierzchni pekniecia — 2-0,. Wykres
naprezen efektywnych w funkcji znormalizowanej wspot-
rzednej y (rys. 6¢) pozwala stwierdzi¢, ze im wiekszy po-
ziom dwuosiowos$ci naprezen rozciggajacych piyte, tym
nizsze sg naprezenia efektywne w bliskim sgsiedztwie
wierzchotka pekniecia — réznica pomiedzy stanem ob-
cigzenia Oy, ¢x/0y; oxt =0 Oraz Oy /0 ot = 1,90 wynosi
ok. 20% granicy plastycznosci.

Na rys. 7 zaprezentowano zmiany naprezen 0,, roz-
wierajgcych powierzchnie szczeliny w funkcji rosngcego
obcigzenia zewnetrznego wyrazonego poziomem catki J,
oszacowane dla znormalizowanej odlegtosci od wierz-
chotka pekniecia y = (x,°0y)/J = 2. Jak daje sie zauwa-
zy¢, dla ptyt CCSP(BT) z bardzo dtugimi i dtugimi peknie-
ciami (odpowiednio a/W = 0,70 oraz 0,50) wzrost poziomu
dwuosiowosci naprezen rozciggajgcych (wyrazony za po-
mocg ilorazu 0y ¢/02, ex) POWOduje wzrost wartosci na-
prezen rozwierajgcych powierzchnie szczeliny. Dla obcig-
zen zewnetrznych g,, o./(0,,)"° = 1 réznica pomiedzy war-
tosciami naprezen rozwierajgcych powierzchnie szczeliny
dla stanow Oy ¢x/0;; ext = 1,50 0raz 0y ¢/0,; ox =0 jest
réwna wartosci granicy plastycznosci.
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Rys. 7. Zmiana napregzen rozwierajgcych powierzchnie szczeliny o,, w funkcji catki J dla ptyt CCSP(BT). Rozktad naprezen przed wierzchotkiem
peknigcia w ptytach CCSP(BT) o roznej konfiguraciji obcigzenia zewnetrznego oy, /0y, ox: @) &/W =0,20; b) a/W = 0,50; ¢) a/W = 0,70; naprezenia

normalizowane przez granice plastycznosci przedstawiono dla jednej wybranej znormalizowanej odlegtosci od wierzchotka peknigcia y =

W niektorych przypadkach obcigzenia zewnetrzne-
go — widocznych na wykresach z rys. 7 — mozna mowi¢
0 niemalze liniowej zaleznosci pomiedzy naprezeniami
0,, mierzonymi w odlegtosci ¢ =2 a catkg J. Na rys. 7a
pokazano zmiane naprezen o,, w funkcji catki J dla ptyt
CCSP(BT) o wzglednej dtugosci peknigcia a/W = 0,20.
W przypadku obcigzen zewnetrznych mniejszych od ob-
cigzen granicznych dla ptyt o tej dtugosci pekniecia moz-
na obserwowac taki sam wptyw ilorazu Oy, ¢/0,; e NA
krzywe 0,,/0, = f(J) jak dla ptyt z dtuzszymi peknieciami
— im wigksza wartosc ilorazu 0y, ¢/0;; ex, tym wieksza
wartos¢ naprezen rozwierajgcych powierzchnie szczeli-
ny. W przypadku ptyt CCSP(BT) z krotkimi peknigciami
(a/W = 0,20) wzrostowi obcigzenia zewnetrznego (0,, ex/
1(0,,)P° > 1) towarzyszy nieznaczny spadek wartosci na-
prezen rozwierajgcych powierzchnie szczeliny.

m Rozkiad naprezen przy zalozeniu duzych od-
ksztatcen. Analiza stanu naprezen przy zatozeniu ma-
tych odksztatcen jest niezbedna w wielu zagadnieniach
mechaniki pekania. Jednak w rzeczywistym elemencie
konstrukcyjnym naprezenia sg skonczone. Aby unikngé
osobliwosci naprezen w trakcie obliczen MES, do analizy
nalezy przyja¢ duze odksztatcenia [10].

a) b)
CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W=0,20
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W=0,20
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5

(X, 0p)d =2

Na rys. 8 zaprezentowano rozktad naprezen przed
wierzchotkiem pekniecia w ptytach CCSP(BT) o dtugosci
pekniecia a/W = 0,20 dla réznych wartosci 0y, ¢x/0;; ext:
bedacych miarg obcigzen rozciggajgcych ptyte. Wyniki
dotyczg stanu, w ktdrym 0,, ¢/(02,)™° =1 — naprezenia
przedstawiane sg w funkgji fizycznej odlegtosci od wierz-
chotka pekniecia x;. Zatozenie w analizie MES duzych
odksztatcen pozwala oceni¢ poziom maksymalnych na-
prezen przed wierzchotkiem pekniecia [10, 29]. Wzrost
ilorazu naprgzen rozciggajgcych 0y, ¢/0;; e POWOduje
wzrost wartosci maksymalnej naprezen rozwierajgcych
powierzchnie szczeliny 0,, oraz odsuniecie fizycznego po-
tozenia tych naprezen od wierzchotka pekniecia (rys. 8a).
Stwierdzenie to jest prawdziwe dla ilorazu w zakresie 0—1.
Dla wartosci ilorazu 0y, ¢x/0;, ex 1,25 oraz 1,50 obserwuje
sie nieznaczny spadek maksymalnych naprezen rozwie-
rajacych powierzchnie szczeliny i fizyczne zblizenie sie
tego maksimum do wierzchotka pekniecia.

W przypadku naprezen o,, stycznych do powierzchni
pekniecia (rys. 8b) wraz ze wzrostem ilorazu 0y, ¢x/0;; ext
obserwuje sie wzrost wartosci maksymalnej naprezen o,
i ich odsuwanie sie od wierzchotka pekniecia. Na rys. 9
zaprezentowano te same rozktady naprezen co na rys. 8,
ale w funkcji znormalizowanej odlegtosci od wierzchotka

c)
CCSP(BT) p.s.o. W=40mm a/W=0,20
E=206 GPa 0,=315MPa v=0,3 n=5
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Rys. 8. Rozktad naprezen przed wierzchotkiem peknigcia w ptytach CCSP(BT) dla roznych konfiguracji obcigzenia zewnetrznego 0y /05, ex

dla o, ol (022)7°=1: @)

naprezenia 0y,

rozwierajgce powierzchnie peknigcia;

b)

naprezenia oy

styczne do powierzchni

pekniecia;

€) naprezenia 043; naprezenia normalizowane przez granice plastycznosci przedstawiono w funkc;ji fizycznej odlegtosci od wierzchotka pekniecia x;
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Rys. 9. Rozktad naprezen przed wierzchotkiem peknigcia w ptytach CCSP(BT) dla réznych konfiguracji obcigzenia zewnetrznego 0y, /0, ext
dla 0;, ¢x/(022)™ = 1: &) naprezenia 0, rozwierajace powierzchnie pekniecia; b) naprezenia o, styczne do powierzchni peknigcia; c) naprezenia 0;;
naprezenia normalizowane przez granice plastycznosci przedstawiono w funkcji znormalizowanej odlegtosci od wierzchotka pekniecia @ = (X, - 0p)/Jd
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Rys. 10. Wplyw granicy plastycznosci (a), wyktadnika umocnienia (b) oraz wzglednej dtugosci pekniecia (c) na rozktad krzywych &, = f(J) dla

ptyt CCSP(BT) zdominowanych przez p.s.o.

pekniecia y = (X4 0p)/J. Widac, ze wraz ze wzrostem ilo-
razu Oy, o/0;, ex POZIOM naprezen maksymalnych oy,
0,, oraz 0;3 rosnie. Nie zmienia sie w zasadzie znorma-
lizowane potozenie tego maksimum, ktore dla badanej
konfiguracji materiatowej, dtugosci pekniecia oraz obcig-
zenia zewnetrznego wynosi g, = 0,5.

Analiza numeryczna wskazuje na zaleznos¢ maksy-
malnych naprezen rozwierajgcych powierzchnie szczeliny
(oznaczanych jako &, = 05, max/0p) i ich znormalizowanego
potozenia (oznaczanego jako W, = (X4 max’ O9)/J) od cha-
rakterystyki materiatowej, wzglednej dlugosci pekniecia,
obcigzenia zewnetrznego i ilorazu 0Oy /0, exi- TO PO-
twierdza wnioski zawarte w [10, 29].

Na rys. 10 pokazano wptyw statych materiatowych i dtu-
gosci pekniecia geometrii ptyty CCSP(BT) na wybrane
krzywe &,=f(J). Im wieksza jest granica plastycznosci,
tym mniejsza warto$¢ maksymalnych naprezen rozwiera-
jacych powierzchnie szczeliny (rys. 10a). Podobny efekt
obserwuje sie w przypadku spadku stopnia umocnienia
materiatu wyrazanego wyktadnikiem umocnienia n w pra-
wie R-O (rys. 10b). Przeprowadzona analiza potwierdzita
fakt, ze warto$¢ maksymalnych naprezen rozwierajgcych

powierzchnie pekniecia nie jest wrazliwa na zmiane diu-
gosci pekniecia (rys. 10c).

Na rys. 11 pokazano wybrane krzywe y, = f(J) dla piyt
CCSP(BT) o roznej charakterystyce materiatowej, geo-
metrii i sposobie obcigzenia. Wzrost granicy plastyczno-
Sci (rys. 11a) oraz spadek stopnia umocnienia materiatu
(rys. 11b) powodujg zwiekszenie wartosci znormalizowa-
nej odlegtosci naprezen maksymalnych od wierzchotka
pekniecia. Taki sam efekt powoduje zmniejszanie diugo-
Sci pekniecia (rys. 11c), przy czym wptyw dtugosci peknie-
cia maleje wraz ze wzrostem stopnia umocnienia materia-
tu. Dla niepublikowanych w pracy przebiegow krzywych
W, = f(J) w przypadku ptyt charakteryzujgcych sie duzym
i bardzo duzym stopniem umocnienia materiatu (odpo-
wiednio n = 3,36 oraz n = 5) praktycznie nie obserwowano
wptywu dtugosci pekniecia na znormalizowane potozenie
maksymalnych naprezen rozwierajgcych powierzchnie
szczeliny.

Poziom maksymalnych naprezen rozwierajgcych po-
wierzchnie szczeliny i potozenie tych naprezehn przed
wierzchotkiem pekniecia sg réwniez wrazliwe na po-
ziom dwuosiowosci naprezen rozciggajgcych ptyte, co jest
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Rys. 11. Wplyw granicy plastycznosci (a), wyktadnika umocnienia (b) oraz wzglednej dtugosci pekniecia (c) na rozktad krzywych y, =f(J) dla ptyt

CCSP(BT) zdominowanych przez p.s.o.

wyrazane ilorazem 0Oy ex/0y; ext-
Na rys. 12 zaprezentowano wptyw
ilorazu Oy /0, oxx ha rozkiad
krzywych &, =f(J) oraz y,=f(J) dla
wybranych ptyt CCSP(BT). Mozna
zauwazyc, ze zwigkszenie poziomu
dwuosiowosci naprezen rozciggaja-
cych ptyte powoduje wzrost maksy-
malnych naprezen rozwierajgcych
powierzchnie pekniecia (rys. 12a)
i znormalizowanej odlegtosci tych
naprezen od wierzchotka peknigcia
(rys. 12b). Wplyw wartosci ilorazu
Oyy ext!Oz ext jESt doskonale widocz-
ny w przypadku materiatébw bardzo
stabo i stabo sie umacniajgcych.
Zwiekszenie stopnia umocnienia
materiatu (mniejsza wartos$¢ wyktad-
nika umocnienia n w prawie R-O)
eliminuje stopniowo wplyw ilorazu
Oy ext/0zz o Na rozktad krzywych
¢, =f(J) oraz y, =f(J).

Cecha wspdlng krzywych &, = f(J)
oraz y,=f(J) jest dgzenie wraz
z rosngcym obcigzeniem zewnetrz-
nym do osiggniecia stanu nasy-
cenia. W pracy [29] fakt ten zostat
wykorzystany w budowie kryteriéw
pekania. Autor niniejszej pracy wy-
znaczyt rowniez wartosci maksy-
malnych naprezen rozwierajgcych
powierzchnie szczeliny i ich znor-
malizowane potozenie przed fron-
tem pekniecia dla stanu nasycenia
krzywych ¢&,=f(J) oraz w,=f(J).
Wartosci te zostaly stablicowane
i opracowane w formie graficznej.
Wybrane rezultaty analizy podda-
no réwniez aproksymacji wzorami
matematycznymi. Niektore rezultaty
obliczen numerycznych dla stanu
nasycenia krzywych ¢&,=f(J) oraz
W, =f(J) zaprezentowano w tablicy.
Pozostate wyniki zostang wkrotce
opublikowane wraz z aplikacjg kom-
puterowg pozwalajgcg na ich prze-
gladanie.

a) b)
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Rys. 12. Wptyw ilorazu oy, /0, ¢« Naprezen rozciggajacych ptyte CCSP(BT) na rozktad krzy-

wych & =f(J) (a) oraz y, = f(J) (b) — wykresy dla materiatu bardzo stabo sie umacniajgcego

TABLICA. Numerycznie oszacowane wartosci maksymalnych naprezen rozwierajgcych
powierzchnie pekniecia §,= 0, ,,,/0, i ich znormalizowanego potozenia przed wierzchot-
kiem peknigcia W,=X,, max' Oo/J dla stanu nasycenia krzywych § =¢§,(J) oraz w,=y,(J)
dla ptyt CCSP(BT) zdominowanych przez p.s.o. — wyniki dla wybranych ptyt CCSP(BT)

§o=022_max/ O Wo=X1_max" 00/ J
00=315 MPa, 0/E=0,00153, Gy /0, 0q=0,50 | 0p=315 MPa, G/E=0,00153, Gy ox/0s; o=0,50
. aWl 905 0,20 0,50 070 | aW 505 0,20 0,50 0,70

3,36 |9,105762 | 8,399079 | 8,893556 | 8,831032| 3,36 |0,041128(0,219404 |0,157226 |0,173947
5 5,022476 | 5,570085 | 5,505577 | 5,536444 | 5 [0,543251|0,371868 |0,435783 |0,419407
10 |3,3168783,591979|3,561714 | 3,423683| 10 |1,893523|0,746948 |0,683096 | 0,700925
20 |2,963068 | 2,90645 (2,717139 | 2,71615 | 20 |2,336402(0,958991| 1,21995 |0,941443
0,=500 MPa, 0o/E=0,00243, 0yy ex/07; ex=1,00 0,=500 MPa, 0o/E=0,00243, 0y ex/07; ex=1,00

aWl 905 0,20 0,50 0,70 W 505 0,20 0,50 0,70

3,36 |7,632047 |7,880227 | 7,932773 | 8,17252 | 3,36 |0,240476|0,212049|0,204151 | 0,10627
5 | 524346 | 53742 [5292613|5219387| 5 |0,627171|0,458745|0,404612 | 0,443005
10 |3,828607 | 3,870353 | 3,672927 | 3,575027 | 10 |[1,314003|1,003042|0,882286|0,873197
20 |3,314713| 3,36626 |3,090993 | 2,95756 | 20 | 2,19206 |1,431624 |1,073065 |1,141641

05=1000 MPa, 0,/E =0,00485, 0y 0,/0,; ¢=1,50 | 0o =1000 MPa, 0,/E=0,00485, Ty, ox/Ty, exi=1,50

aWl g05 0,20 0,50 0,70 AW 505 0,20 0,50 0,70

3,36 |6,167783| 6,26887 |6,493053 |6,469953 | 3,36 |0,323227(0,286413|0,261955 |0,255876
5 4,48567 |4,587667 |4,732417 |4,695503| 5 [0,705532| 0,68227 |0,5386710,511884
10 [3,254027|3,515313 | 3,61327 |3,544333 | 10 |1,222606 |1,323216|1,040585 |0,952059
20 |2,970853|3,104203 | 3,233577 | 3,102997 | 20 [2,317373|1,937433(1,450161|1,242858
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Podsumowanie

Zaprezentowana analiza numeryczna wybranych para-
metréw mechaniki pekania dla ptyt z centralng szczeling
(CCSP(BT)) poddawanych dwuosiowemu rozcigganiu nie
wyczerpuje tematyki sprezysto-plastycznej mechaniki pe-
kania. Przedstawiono szczegoty obliczen numerycznych
i modelu MES wykorzystanego w analizie. Dla wybranych
ptyt zaprezentowano zaleznos$¢ catki J (parametru uzna-
wanego za site pociggowg szczeliny) od statych mate-
riatowych, geometrii ptyty oraz sposobu jej obcigzenia.
Poddano dyskusiji rozktady naprezen przed wierzchotkiem
pekniecia w ptytach CCSP(BT) rozcigganych w dwoch
kierunkach przy zatozeniu matych i duzych odksztatcen.
Analizujgc uzyskane wyniki przy zatozeniu duzych od-
ksztatcen, oceniono wptyw charakterystyki materiatowej,
geometrii ptyty oraz sposobu obcigzenia na poziom napre-
zeh maksymalnych i ich potozenie przed wierzchotkiem
pekniecia. Wyniki analizy zobrazowano na wykresach.

Whioski wyptywajgce z zaprezentowanej analizy sg
podstawg do dyskusji nad wyborem parametrow stuza-
cych do opisu poziomu wiezéw ptaskich (in-plane constra-
ints), bedacych naturalnym ograniczeniem, jakie materiat
stawia odksztatceniom plastycznym rozwijajgcym sie pod
wplywem obcigzenia zewnetrznego. Takim parametrem
wydaje sie poziom maksymalnych naprezen rozwieraja-
cych powierzchnie szczeliny, jak rowniez potozenie tych
naprezen wzgledem wierzchotka pekniecia. Nalezy za-
znaczyC, ze parametry te wykorzystywano do budowy
kryteriow pekania [29], co moze by¢é pomocne przy roz-
wigzywaniu rzeczywistych zagadnien inzynierskich.

Przedstawione wyniki nie wyczerpujg poruszonej tema-
tyki. W przysztosci autor pracy zamierza zaprezentowac
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kompletne zestawienia wartosci maksymalnych napre-
zen rozwierajgcych powierzchnie szczeliny dla analizo-
wanych modeli materiatéw, kombinacji wzglednej dtugo-
Sci pekniecia oraz poziomoéw obcigzenia zewnetrznego.
Warto rozwingé tematyke oszacowywania catki J w celu
wypracowania propozycji hybrydowych rozwigzan pozwa-
lajgcych na okreslenie tego parametru mechaniki pekania
bez koniecznosci prowadzenia obliczen numerycznych.
Uzupetnieniem analizy powinna by¢ ocena numerycznie
oszacowanego rozwarcia wierzchotka pekniecia, ktore
réwniez uznaje sie za wazny parametr mechaniki pekania
i wykorzystuje przy budowie kryteriow pekania. Ewentual-
ne rozszerzenie prowadzonej analizy na przypadki trojwy-
miarowe mogtoby sie okazac¢ interesujgcym podejsciem
i wnies¢ nowe elementy do mechaniki pekania.

Prace wykonano w ramach realizacji projektu badaw-
czego IUVENTUS PLUS o numerze 1P2012 011872,
finansowanego ze srodkéw Ministerstwa Nauki i Szkol-
nictwa Wyzszego.
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