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Testowanie obserwacji istotnie odstepujacych
w probach o rozktadzie jednostajnym

Testing outliers in the samples with uniform distribution

MYKHAYLO DOROZHOVETS*

Przeanalizowano losowe nieskorelowane obserwacje na temat
liczebnosci n, pobrane z populacji o rozktadzie jednostajnym
w celu ujawnienia oraz eliminacji istotnie odstajacych obser-
wacji lub outlierow. Wyprowadzono wzory obliczania wartosci
krytycznych potrzebnych do testowania na zadanym poziomie
istotnosci a jednej lub dwdch skrajnych obserwacji. Teore-
tyczne wyniki testowania skrajnych obserwacji zbadano me-
toda Monte-Carlo.

SLOWA KLUCZOWE: rozktad jednostajny, obserwacje odsta-
jace, testowanie, srodek rozstepu

In the article the random not correlated uniformly distributed
observations in order to detect and eliminate significantly
extreme observations or outliers is analyzed. The formulas for
calculating critical values which are used to test for a given
significant level a of the single or double extreme observa-
tions are presented. The theoretical results for testing extreme
observations have been studied by Monte-Carlo.

KEYWORDS: uniform distribution, outliers, testing, midrange

W ostatnich dekadach przemystowe pomiary w coraz
wiekszym zakresie bazujg na wykorzystaniu komputero-
wych kart pomiarowych poprzedzonych modutami kon-
dycjonowania sygnatéw z wyjs¢ czujnikow pomiarowych.
W procesie kondycjonowania sygnatéw, rejestracji oraz
przesytania wynikow pomiaréw lub z innych przyczyn
mog3 sie pojawic¢ ekstremalne obserwacje, ktore odstepu-
jg od reszty obserwacji i ktére nalezatoby zidentyfikowac,
a nastepnie wyeliminowac¢. W zaleznosci od poziomu uf-
nosci takie ekstremalne obserwacje mozna podzieli¢ na
odstajgce oraz zbyt duzo odstajgce [1].

Do normalnie odstajgcych zalicza sie obserwacje zwig-
zane tylko ze statystyczng zmiennoscig wartosci loso-
wych, dla ktérych poziom ufnosci p wynosi 95-99% [1].
Zbyt duzo odstajgce ekstremalne obserwacje lub tzw.
outliery to obserwacje ktore sg pomytkami lub nalezg do
innych populacji [2], a poziom ufnosci p jest wiekszy od
99% [1]. Poniewaz pomiary przemystowe istotnie réznig
sie od pomiarow w specjalistycznych laboratoriach ba-
dawczych, identyfikacje zbyt duzo odstajgcych obserwaciji
(outlieréw) nalezatoby wykonywac¢ bez bezposredniego
udziatu operatora, to jest w sposob automatyczny, na
podstawie biezgcej analizy zarejestrowanych obserwaciji.
W tym celu przydatny bytby prosty i skuteczny sposéb na
obiektywne ujawnienie istotnie odstajgcych obserwac;ji.

Rozpatrywane sg szeregi x;, Xy, ..., X, n losowych ob-
serwacji nieskorelowanych o rozktadzie jednostajnym
(rys. 1a), o nieznanych parametrach potozenia (wartosci
oczekiwanej m,) oraz szerokosci (standardowego odchy-
lenia o, lub szerokosci przedziatu zmiennosci 2-a). Jesli
dane sg przekonujgce, a rozktad losowych obserwacji
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jest jednostajny, najlepszym (pod wzgledem minimalnej
standardowej niepewnosci) parametrem potfozenia jest
Srodek rozstepu [3]:

X(n);rx(ﬂ (1)

mr =

jako wartosc srednia skrajnych po uporzgdkowaniu obser-
wacji: pierwszej X, oraz ostatniej ).

Standardowa niepewnos¢ srodka rozstepu wyzna-
czana jest na podstawie potowy szerokosci rozstepu
R = (x(n) - x(1))/2 oraz liczebnosci préby n i jest rowna [3]:

R-2 [n+1
n-1 n+2

uA(mr):

)

Przy duzych n standardowa niepewnos¢ zmniejsza sie
w przyblizeniu proporcjonalnie do liczby obserwacji. Jest
to wynik zdecydowanie lepszy w poréwnaniu ze stan-
dardowg niepewnoscig wartosci sredniej arytmetycznej,
ktdra zmniejsza sie proporcjonalnie do pierwiastka liczby
obserwaciji.

Poniewaz srodek rozstepu (1) wyznaczany jest poprzez
wartosci skrajne (ze wspoétczynnikiem wagowym 0,5),
dlatego ekstremalnie odstajgce obserwacje mogg catko-
wicie znieksztalcié wynik pomiaru. Srodek rozstepu przy
obecnosci outlierow jest bardzo nieefektywny w porowna-
niu z wartoscig Srednig, a tym bardziej z mediang. Duza
wrazliwo$¢ srodka rozstepu na ekstremalnie odstajgce
obserwacje jest jego podstawowg wadg.

Testowanie w celu nastepnej eliminacji odstajgcych
obserwacji bazuje najczesciej na obliczaniu pewnej mia-
ry wzglednej odlegtosci watpliwej obserwacji od najbliz-
szej (test Dixona [4]), wartosci Sredniej (test Grubbsa [5])
lub mediany (test Hampela [6]) itp. W innym rozwigza-
niu, majgcym eliminowac wptyw outlieréw, wykorzystuje
sie statystyki odpornosciowe, tzw. robust statistics [7],
w ktorych parametr potozenia préby jest estymowany
np. po ucinaniu lub winsorowaniu pewnej liczby skraj-
nych obserwacji oraz z zastosowaniem innych metod
[7]. W zagadnieniach testowania odstajgcych obserwacii
podstawowym modelem rozktadu prawdopodobienstwa
populacji jest zazwyczaj rozktad normalny. Jesli rozktad
prawdopodobienstwa obserwaciji istotnie rézni sie od
normalnego, wtedy testy outlierow mogg sie okazac nie-
skuteczne.

Przyktadowo: przy rozktadzie jednostajnym wzgledne
do standardowego odchylenia s, odchylenie v, maksymal-
nie odstajgcej obserwacji x, od wartosci sredniej X przy
braku outlierow rowna sie w przyblizeniu:

X, _;]max / ~43 ()

Ve =
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Jesli wykorzystamy test Grubbsa [6], dla ktérego war-
to$¢ graniczna obliczana jest ze wzoru:

n-1 t§/2n n-2
Vara = Gir(n,0) = Y (4)
e Jn \n—2+,,,,

(gdzie t,,, -, jest wartoscig z rozktadu t-Studenta), wte-
dy dla liczebnosci préby n=50 i poziomu istotnoSci
a=0,1% oraz a = 1% wartos¢ graniczna wzglednego od-
chylenia v, dla outlierow wedtug (4) wynosi: v, 19, = 3,908,
Vg9 = 3,482. Sg to zbyt duze wartosci.

Na podstawie (4) odchylenie outliera od wartosci sred-
niej X(»-1) moze byc¢ obliczane jako:

- n

Gy (n,a)- 8y (e
Xe—X(n—1)‘: kr( ) x,(n-1)

Przyjmujgc w przyblizeniu, ze X(-1=0 oraz s, 1) =1,
przy a=1% outlier ma odstepowac¢ od reszty obserwa-
cji okoto X, —v/3=4,112 -/3=2,380, tj. 137% od warto-
Sci granicznych +3, a przy a =0,1% odchylenie wynosi
X, — 3%4,831 - 43 3,10, tj. nawet = 179% . Ot6z test
Grubbsa nie moze by¢ wykorzystywany do testowania
outlieréw w przypadku jednostajnego rozktadu obserwaciji.

Testowanie jednego outliera

Zatozono, ze jesli outlierem jest pierwsza (po upo-
rzgdkowaniu) obserwacja x;, =y (rys. 1b), wtedy druga
obserwacja x(, =z oraz ostatnia x, = v nie sg outliera-
mi; podobnie jesli outlierem jest ostatnia obserwacja X,
(rys.1c), wtedy pierwsza x4, oraz przedostatnia obserwa-
cja X(p.1y = U nie sg outlierami.

taczne rozktady prawdopodobienstwa d15(y,z,v) trzech
obserwacji: pierwszej y, drugiej z i ostatniej v oraz
d15(y, u, v) — pierwszej y, przedostatniej u i ostatniej v, opi-
sywane sg podobnymi symetrycznymi zaleznosciami, wy-
nikajacymi z rozktadow statystyk pozycyjnych [8]. Dlatego
dalej wyprowadzone zostang wzory dotyczace testowania
tylko pierwszej odstajgcej obserwacji.

taczny rozktad prawdopodobienstwa d1i(y,z,v) na
podstawie teorii statystyk pozycyjnych [8] mozna przed-
stawi¢ nastepujgco:

n(n-1)(n-2) (v B Z)n-s

d13(y,z,v) = 2ay’

(6)

Wprowadzono nastepne zamiany: z-y=w11, v-z=w12
oraz ri4=w11/w12, jako stosunek odpowiednich odste-
pow niezalezny od nieznanej szerokosci przedziatu po-
pulacji 2-a. Zauwazono, ze w12 oraz w22 (rys. 1) nie
sg rozstepami proby, jak w przypadku testu Dixona [4].
Wtedy po catkowaniu gestosci (6) najpierw w przedzia-
le —asy<z=a-wl1-w12, a nastepnie w przedziale
0=w12=2al(r, 1+ 1) (z uwzglednieniem wartosci jakobia-
nu tego przeksztatcenia rownego w12) otrzymuje sie ge-
stos¢ rozktadu zmiennej losowej ry 4:

d(ry)=(-2)-(+r, )Y, 0<r, <0 (7)

Po catkowaniu gestosci (7) otrzymuje sie dystrybuanta
losowej wartosci stosunku ry 4 =ry4 =ry:
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Rys. 1. Obserwacje o rozktadzie jednostajnym (a); proby z obserwacjami
odstajgcymi (b—d)

PIr)=1-(1+r,)"?, 0<r, <0, n>3 (8

Wartos¢ krytyczna stosunku r,, 4 dla zadanego poziomu
istotnosci a jest obliczana z réwnania dla dystrybuanty (8):
P, ) =1-(r,, +17 "2 =1-a, to jest:

r1:oc_”712—1,n23 ()

Jesli na podstawie analizy zarejestrowanych obserwacji
obliczone warto$ci stosunkow:
_ X(o) = X(o-1) _ w21
X(n_1) — X(1) w22

(10)

nie przekraczajg krytycznej warto$ci ry 4, tj. re11Sry4 lub
le21S 14,1, Wtedy na poziomie istotnosci a nie ma podstaw
do eliminacji tych obserwacji jako outlierow. Natomiast
jesli req1>ryq lub req4>ryq, wtedy z prawdopodobien-
stwem p=1-a odpowiednia obserwacja jest outlierem
i nalezy jg wyeliminowac.

Testowanie dwoch outlierow jednoczesnie

W przypadku testowania jednoczesnie dwdch skrajnych
obserwacji: pierwszej x(q) = y oraz ostatniej x,, = v, przyj-
mowano, ze druga X, = z oraz przedostatnia x,.1) = u nie
sg outlierami (rys. 1d). Laczny rozktad prawdopodobien-
stwa d2,(y, z, u, v) czterech obserwacji y, z, u, v na pod-
stawie teorii statystyk pozycyjnych [8] mozna opisac za-
leznoscig:

d2,(y.2.uv)= AN =200-3) (s (1)
(2a)"

Do poprzednich zamian dodano kolejng zamiane:
u-z=w2 (ktéry tez nie jest rozstepem préby) i wprowa-
dzono stosunki odpowiednich odstepow: r1,=w11/w2
oraz r2,=w21/w2, niezalezne od szerokosci (2-a) prze-
dziatu zmiennosci populacji. Jakobian tych przeksztatcen
jest réwny w22, Wtedy po catkowaniu najpierw gestos-
cidd,(w2-r1,w2, w2-r2)wprzedziale-a<y<z=a-wi11-
w2-w21 i nastepnie uzyskanej zaleznosci w przedziale
0<w2<2al(1+r1+r2) otrzymuje sie gestosc¢ fgcznego roz-
ktadu losowych wartosci r1 oraz r2 (0<r1<«;0<r2<«):
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d2,(r1,r2)= (n—2)(n_3).(1+r1+r2)-("—1) (12)

Z ostatniej zaleznosci wynika, ze zmienne losowe
r1 oraz r2 sg zalezne miedzy sobg. Dlatego nalezy
wyznaczy¢ warunkowe rozktady tych zmiennych. Bez-
warunkowy rozktad d2:(r1) zmiennej r1 niezalezny
od szerokosci (2a) mozna wyprowadzi¢ na podstawie
catkowania gestosci d2,(y,z,u,v) w (11), najpierw
W przedziale us<v<a, a nastepnie — po wprowadze-
niu zamiany u=y+w11+w2 catkowania tej zaleznosci
— w przedziale —asy<z=a-w11-w2, w wyniku czego
otrzymuije sie:

d2,(r1)= (n-3)-(1+r1) 2 (13)

Dla rozktadéw (12) oraz (13) warunkowy rozkfad zmien-
nej losowej r1 ma postac:

d(r1r2) _(n-2f1+r2)"?

1r2) =
el VD=2 i rter2y

(14)

Z ostatniej zaleznosci fatwo wyprowadzi¢ warunkowg
dystrybuante:

1+r2

r1
P2(rr2)= | d2,(rr2)dr1=1-| ———
(r1r2) ! n(rir2e (1+r1+r2

n-2
j (15)

Rozktady bezwarunkowy i warunkowy oraz warunkowa
dystrybuanta zmiennej r2 opisywane sg takimi samymi
wzorami, jak (13), (14) i (15) przy zamianie r1 na r2.

Wtedy ze wzoru (15) wartosci krytyczne (dopuszczalne)
zmiennych r1 oraz r2 sg rowne:

1 1
r1, :(1+r29)(a m-2 —1j, r2, :(1+r1e(a n-2 —1j (16)

Z tych wzorow wynika, ze wartos¢ krytyczna jednej
zmiennej zalezy nie tylko od poziomu istotnosci a oraz li-
czebnosci proby n, ale takze od zaobserwowanej wartoSci
(r1, lub r2,) drugiej zmiennej. Jednak przy liczebnosci ob-
serwacji n>=25wartoscir1 oraz r2 sg mate, to jestr1 <<1,
r2<<1, i dlatego wartosci krytyczne w (16) w pierwszym
przyblizeniu sg réwne sobie: r2,~r1, i mozna je obliczy¢
na podstawie dystrybuanty P2(r1»2):1—(1+r1'2i’(”’3) bez-
warunkowego rozktadu d2,(r1), wedtug ktorej wartosci
krytyczne sg rowne:

1
Myaxr2,,=r,,=a "2 —-1,nz4 (17)

Jesli na podstawie zarejestrowanych obserwacji obli-
czone wartosci stosunkow:

X@) =X _ w1

Xo-) = Xe) W2

lub r2, = X)X _ w2

rM,=
Xp-1) =X W2

(18)

nie przekraczajg wartosci krytycznych, wtedy na poziomie
istotnosci a nie ma podstaw do eliminacji tych obserwac;ji
jako outlieréw. Natomiast jesli r1,>r1,lub (oraz) r2.>r2,,
wtedy z prawdopodobienstwem p =1-a jedng lub oby-
dwie obserwacje nalezy wyeliminowac.

MECHANIK NR 11/2016

Wynik pomiaru oraz jego standardowa
i rozszerzona niepewnos¢

W zaleznoéci od liczby pozostatych po eliminaciji outlie-
réw obserwac;ji:
n, brak outlierow;
n* =1+ n-1, 1 outlier;
n-2, 2 outliery

(19)

najlepszy wynik pomiaru — $rodek rozstepu (mr) jest wy-
znaczany wedtug wzoru (1), a standardowa niepewnosc
srodka rozstepu u(mr) obliczana jest wedtug wzoru (2)
dla liczebnos$ci obserwacji n*. Niepewno$¢ rozszerzona
dla zadanego poziomu ufnosci p jest réwna:

Up(mr) =€ e ‘R,.= kpyn* ~u(mr) (20)
gdzie: &, ,- = (1-p) ™7 -1, a wspdtczynnik rozszerzenia
moze byc¢ obliczony wedtug wzoru:

n*+2
k .= n*-1) |—m——
p.n Sp,n ( ) 2(/7 * +1) (21)
Wyniki badan metoda Monte Carlo
Skuteczno$¢ zaproponowanych metod testowania

jednego i dwéch outlierow zostata zbadana metodg
Monte Carlo. Badania wykonano przy liczbie symulacji
M =40000 dla liczebnosci obserwacji n =25, 50 oraz 75
dla préb pobranych z populacji o rozktadzie jednostajnym
(w przedziale od —/3 do +JJ§). Metode testowania jed-
nego outliera zbadano przy ujemnych (=) wartosciach
dla 50% prob oraz przy dodatnich (+) outlierach w innych
50% préb, a takze bez outlierow. Zatozono, ze w kazdej
prébie nie ma jednoczesnie obydwdch outlierdw.

Testowanie wykonano przy poziomach istotnosci
a=0,1%; 0,2%; 0,5%; 1% oraz przy réznych warto-
Sciach outlieréw. Wzgledne wartosci outlierdw (ryu+)
obliczono jako stosunek bezwzglednej wartosci outliera
Yout1 | Wartodci oczekiwanej odstepu pomiedzy ostat-
nig i drugg obserwacja: ryu 1= You1/EX@n) —Xp)- Przy
n =250 bezwzgledne wartosci outlierow y,,: 0,6; 0,5;
0,45; 0,375; 0,3; 0,2; 0,1 (tabl. I) wybrano z warunku,
zeby pierwsza wzgledna wartos¢ r,,; (W tym przypad-
ku 0,184) byla powyzej pierwszej wartosci krytycznej
rq1 =0,1548 (a=0,1%), a nastepne trzy wzgledne
wartosci r,,1 (0,153; 0,138; 0,115) znajdowaty si¢ po-
miedzy poprzednig i aktualng wartosciami krytycznymi:
0,1382 dla a=0,2%, 0,1167 dla a=0,5% oraz 0,1007
dla a=1%. Wiarygodnos$¢ (w %) identyfikacji outlieréw
przedstawiono w tabl. I. Kolorem szarym zaznaczono
strefe poprawnej identyfikacji wszystkich outlieréw dla
zadanych poziomow istotnosci a, odpowiednich wartosci
krytycznych r, ; oraz wzglgdnych wartosci outlierow r,, 1.

Metode testowania jednocze$nie dwdch outlieréw zba-
dano przy ujemnych (-) outlierach w 75% préb oraz przy
dodatnich (+) outlierach w 50% proéb. To jest w kazdej pré-
bie jednoczesnie byto po 25% obydwdch outlierow. Testo-
wanie wykonano przy tych samych wartosciach outlierow
Yout2 = Youts 1 pOziomach istotnosci. Wzgledne wartosci
outlierow (r,,,) dla tej metody obliczono jako stosunek
bezwzglednej wartosci outliera (y,,,) i wartosci oczeki-
wanej odstepu pomiedzy przedostatnig i drugg obser-
Wacia: Tou2 = Your2 /E(X(n-1) = X(2))- Wiarygodnos¢ identyfi-
kacji pojedynczych oraz podwojnych outlierow przedsta-
wiono w tabl. II.
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TABLICA |. Wyniki testowania 50% ujemnych (-) oraz 50% dodatnich (+) outlieréw w prébie losowej n = 50 metodg testowania

jednego outliera

a-100 %; ry 0,1%; 0,1548 0,2%; 0,1382 0,5%; 0,1167 1%; 0,1007
Liczba outlierow (=) 50% (+) 50% (=) 50% (+) 50% (=) 50% (+) 50% (=) 50% (+) 50%

Yout,1 Fout1 Wiarygodnos¢ identyfikacji outlieréw, %

0,6 0,184 50,3 50,5 50,2 50,3 50,3 50,4 50,4 50,5

0,5 0,153 40,9 40,8 50,1 50,2 50,3 50,4 50,5 50,5
0,45 0,138 221 22,3 43,3 43,2 50,3 50,4 50,5 50,5
0,375 0,115 8,3 8,5 16,8 17,0 41,8 42,0 50,6 50,5
0,3 0,092 3,2 3,2 6,4 6,4 16,0 16,1 32,1 32,0
0,2 0,061 0,81 0,82 1,7 1,7 4,3 4,3 8,8 8,5
0,1 0,031 0,30 0,30 0,58 0,54 1,3 1,2 2,6 2,5

0 0 0,12 0,08 0,20 0,21 0,47 0,50 0,98 0,99

TABLICA II. Wyniki testowania 75% ujemnych (-) oraz 50% dodatnich (+) outlieréw w prébie losowej n = 50 metoda testowania

dwoch outlieréow

a-100 %; ry» 0,1;0,1583 0,2;0,1414 0,5;0,1193 1; 0,1029

Liczba outlieréw () 75% (+) 50% (-) 75% (+) 50% () 75% (+) 50% (-)75% (+) 50%
Yout2 Fout2 Wiarygodnos¢ identyfikaciji outlieréow, %

0,6 0,188 75,0 50,1 75,0 50,1 751 50,2 75,2 50,5
0,5 0,157 60,5 40,0 551 50,1 751 50,2 75,2 50,4
0,45 0,141 33,7 22,3 63,6 42,8 751 50,3 75,2 50,5
0,375 0,117 12,6 8,6 25,4 17,1 62,4 41,6 75,3 50,5
0,3 0,094 4,6 3,2 9,4 6,5 23,7 16,1 36,9 47,4
0,2 0,063 1,3 0,87 2,6 1,7 54 4,4 12,7 8,7
0,1 0,031 0,39 0,28 0,77 0,52 1,8 1,3 3,4 2,6

0 0 0,11 0,09 0,24 0,21 0,54 0,52 1,10 1,02

Analiza wynikéw i posumowanie

Wyniki badan wykazaty bardzo dobrg zbieznos$¢ z wyni-
kami uzyskanymi z zatozen teoretycznych, dlatego mozna
wnioskowac o stosunkowo dobrej skutecznosci zapropo-
nowanych metod testowania outlierow.

Metoda testowania jednego outliera zapewnia popraw-
ne testowanie outlierow, ktérych wzgledna warto$¢ (r,,:1)
jest wieksza od wartosci krytycznych dla odpowiednich
pozioméw istotnosci (ry ). Przyktadowo: przy wzglednej
wartosci outlierow r,,4 = 0,184 (pierwszy wiersz tabl. |
przy bezwzglednej wartosci outlieréw y,,, = 0,6), ktéra
jest wieksza od wartosci krytycznych dla wszystkich pozio-
mow istotnosci (r, ), testowanie zapewnito identyfikacje
praktycznie wszystkich outlierow. Czgstkowa zmiennos¢
wiarygodnosci testowania (analogicznie i w nastepnych
wynikach) zwigzana jest z naturalng wariancjg obserwacji
wokot ich wartosci oczekiwanych. Przy obliczaniu wzgled-
nych wartosci outlieréw r,,, 1 podstawg byta warto$¢ ocze-
kiwana odstepu pomiedzy drugg i ostatnig obserwacja,
natomiast podczas testowania te odstepy sg warto$ciami
losowymi. Przy wzglednej wartosci outlieréw r,,.; = 0,153,
ktéra jest mniejsza od wartosci krytycznej dla poziomu
istotnosci 0,1% i wieksza od wartosci krytycznych dla
reszty pozioméw istotnosci (0,2%, 0,5%, 1%), testowa-
nie zapewnito identyfikacje praktycznie wszystkich outlie-
réw dla tych pozioméw istotnosci, a dla poziomu istot-
nosci 0,1%, dla ktérego warto$¢ graniczna r, ; = 0,1548
jest wieksza od ry, 1 = 0,153 zidentyfikowano okoto 41%
outlieréw z 50%.

Metoda testowania jednoczesnie dwoch outlieréw za-
pewnia poprawne testowanie pod warunkiem, ze wzgled-
na wartos¢ outlieréw (r,») jest wigksza od wartosci kry-
tycznych (r,») dla odpowiednich pozioméw istotnosci (a),
0 czym swiadczg wyniki przedstawione w tabl. Il.

Natomiast wykorzystywanie wartosci krytycznych meto-
dy testowania jednego outliera do testowania jednoczes-
nie dwdch outlieréw nie zapewnia poprawnej identyfikacji
wszystkich outlieréw (tylko na poziomie 80%).

Zaproponowane metody sg bardzo przydatne do kom-
puterowej realizacji, poniewaz wszystkie operacje zwig-
zane z testowaniem outlieréw oraz obliczaniem wyniku
pomiaru wraz z jego standardowg i rozszerzong niepew-
noscig wykonywane sg na podstawie prostych i jedno-
znacznych zaleznosci analitycznych.
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