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Wybrane metody numeryczne i ich poréwnanie

Computer methods and theirs comparizons

JAN B. OBREBSKI *

Praca bazuje na wlasnych doswiadczeniach autora nabytych przy
budowie programéw komputerowych oraz ich uruchamianiu i eksplo-
atacji, opartych na teorii i oryginalnych algorytmach opracowanych
przez autora. Poréwnywano: efektywno$¢ poszczegdinych metod
komputerowych i wlasnych algorytméw, potrzebnych danych wej-
Sciowych i postac¢ rezultatow. Testowane metody dotyczyly: analizy
wytrzymatosci oraz pojedynczych pretéw prostych réznego typu,
w tym kompozytowych, skomplikowanych przestrzennych konstrukcji
pretowych - analizy, syntezy, optymalizacji, statyki, dynamiki, statecz-
nosci, w tym pod obciazeniem ztozonym, statecznosci dynamiczne;j,
zastosowania czasoprzestrzeni (3D-T) i obciazen ruchomych itp. Praca
podaje wnioski ptynace z tych badan.

SLOWA KLUCZOWE: analiza, konstrukcje pretowe, powierzchne kry-
tyczne

The paper is based on own experiences obtained by constructing,
testing and exploiting computer programs based rather on own theory
and on original algorithms and after exploitation of some commercial
programs. There, were compared: efficiency of selected computer
methods, applied own algorithms, necessary input data and form of
obtained results. This way tested computer methods concern: mecha-
nical analyses of single straight bars of different types including com-
posite ones, strength of such bars, complicated space bar structures,
analysis, synthesis, optimization, static, dynamics, stability — including
combined loadings, dynamical stability, application of 3D-Time space
for e.g. moving loads etc. The paper presents conclusions resulting
off these investigations.

KEYWORDS: analysis, bar structures, critical loadings and surfaces

Wspomniane w streszczeniu teorie autor implementowat
w komputerach o réznej wielkosci i mocy obliczeniowej. W ten
sposob powstaty nie tylko opisy teoretyczne, w tym réwnania
rownowagi badz réwnania ruchu réznych obiektow, ale
i oryginalne algorytmy dla wtasnorgcznie napisanych progra-
mow komputerowych. Czesé zagadnien autor, jego studenci
i doktoranci analizowali z wykorzystaniem programoéw komer-
cyjnych, co pozwolito poréwnac skutecznos¢ poszczegdlnych
metod obliczeniowych oraz i jako$¢ otrzymywanych wynikow.

Podczas testow nowych, wiasnych programoéw wyko-
nywano rézne zadania. W ten sposéb powstawat materiat
porownawczy. Autor obliczat tez przyktady poréwnawcze te-
stujgce same teorie, ich podstawy i zatozenia. Dotyczyto to
wytrzymatos$ci pretéw prostych o réznych przekrojach, w tym
cienkosciennych, petnych, jednorodnych i kompozytowych.
Wiele uwagi poswiecono tez postulowanemu przez autora
jednolitemu kryterium utraty stateczno$ci konstrukcji i pojedyn-
czych pretéw prostych poddanych réznorodnym obcigzeniom,
w tym dowolnym.

Opracowane nowe teorie

Autor pracowat nad teoriami dotyczacymi gtéwnie konstruk-
cji pretowych — zaréwno pojedynczych pretow, jak i wielkich
sprezystych uktadow ,siatkowych” o skomplikowanej geo-
metrii.
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o Teoria pretow cienkosciennych (TPC). Publikowana juz
wczesniej, lecz w catosci wydrukowana zostata w skryptach.
Zawiera statyke, dynamike i teorie drugiego rzedu, w tym
statecznos¢ pojedynczego preta. Przekroje preta pryzma-
tycznego sg dowolne, ztozone z kilku materiatéw, otwarte
i zamkniete. Podano tez wprowadzenie do analizy globalnej
ukfadéw pretowych oraz oryginalne macierze dla metody ele-
mentow skonczonych (MES), obejmujgce statyke, dynamike,
rézne warunki brzegowe preta. Uwzgledniono tam skrecanie
preta, w tym przy obliczaniu naprezen:
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o Wytrzymatos¢ pretoéw prostych o dowolnych przekro-
jach. W kolejnych latach w ksiegach LSCE podano uzasadnie-
nie, ze TPC mozna zastosowac w petnym zakresie do analizy
pretéw prostych o dowolnych przekrojach, w tym petnych
i kompozytowych — zbudowanych z kilku materiatéw. Podano
tez propozycje uwzglednienia wptywu utraty statecznos$ci preta
przy wytrzymatosci ztozonej (dowolne obcigzenia i warunki
brzegowe):
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o Teoria do analizy wielkich przestrzennych uktadéw pre-
towych. Tu w zaleznosci od wymogow zaktadanych co do
doktadnosci obliczen, konstrukcje mozna modelowaé, jako
kratownice (3)4, lub rame (3)12 albo doktadniej okresli¢ skre-
canie — petne dziewie¢ rownan (3) [3].
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Powyzsze réwnania, z uwagi na uwzglednienie w zwigzkach

fizycznych preta prostego wspotczynnikow opisujgcych rozne
zakresy analizy (statyke, dynamike itd.) i dowolne warunki
brzegowe dla kazdej z trzech funkcji opisujacych przemiesz-
czenia, sg bardzo ogdlne.
e Jednolite kryterium utraty statecznosci i geometrycz-
nej zmiennosci konstrukcji. Autor doszedt do wniosku, ze
tacznie dla zagadnien utraty statecznosci oraz dla oceny
geometrycznej niezmiennosci dowolnych konstrukcji, w tym
pojedynczych pretow, ptyt, powtok i uktadéw konstrukcyjnych
zbudowanych z wielu takich i innych elementdéw, mozna sto-
sowac to samo jednolite kryterium o postaci:
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[(P.@w,v,a,M,m,d,1) = det[V (P, ®,v,a,M,m,d,t)]=0 (4)

gdzie W to gtdbwny wyznacznik uktadu roéwnan opisujgcych
stan réwnowagi konstrukcji, bedacy funkcjg: uogdlnionego
systemu obcigzen zewnetrznych P, czestosci drgan witasnych,
predkosci i przyspieszenia obcigzenia, masy obiektu M, poru-
szajgcej sie po obiekcie masy m, ttumienia i czasu.

Wyznacznik mogg tworzy¢ réwnania rézniczkowe (Euler),

réznicowe, macierze sztywnosci utozone metoda réznic skon-
czonych (MRS) lub MES, zaréwno dla statyki, jak i dynamiki,
w tym dla teorii pierwszego i drugiego rzedu, ewentualnie
inne. Zerowanie sie warto$ci takiego wyznacznika oznacza
geometryczng zmiennos$¢ uktadu konstrukcyjnego lub utrate
statecznosci. Tak skonstruowane kryterium moze zaleze¢ od
wielu nastepnych parametrow: ksztattu przekroju, jego symetrii
lub bisymetrii, warunkéw brzegowych, stosowanych materia-
tow, obcigzen ztozonych i zapewne wielu innych. Wprowadzo-
no tu pojecia izo-powierzchni krytycznych oraz Kkrytycznych
powierzchni granicznych. Rozszerzono w ten sposéb znane
rozwigzania Wiasowa [2, 4] korygujac jednoczesnie pewne
btedy merytoryczne.
o Nowe numeryczne ujecie metody czasoprzestrzeni
(3D-T). Problemy numeryczne z jakos$cig wynikow programu
komercyjnego w zakresie dynamiki modelu budynku wyso-
kiego skierowaty uwage autora na czasoprzestrzen, gdzie
tréjwymiarowg przestrzen uzupetniono czwartym wymiarem
— czasem. Rozwigzanie uzyskano numerycznie z zastosowa-
niem MRS. Testowe rozwigzania przeprowadzono dla modelu
pretowego i dla ptyt z ruchomymi obcigzeniami.

Rozwigzania analityczne

Wymieniono tu jedynie wybrane przyktady.
e Rozwigzanie dla trzech rownan réwnowagi powtarzalne-
go wezta uzyskane analitycznie dla rusztu szesciokgtnego
o rzucie kotowym i dla pasma rusztowego z szesciokatng
siatkg pretéw.
e Rozwigzania analityczne dla TPC wspomagane kompute-
rem w rézny sposob.
e Bardzo wazne zadanie, wykonane na zaméwienie, dotyczy-
to sprawdzenia mozliwosci utraty statecznos$ci stupdw podtrzy-
mujgcych ekrany akustyczne dla obwodnicy autostradowej
Wroctawia. Zaawansowana teoria zostata sprowadzona do
prostych obliczen analitycznych, wykonanych wrecz za pomo-
cg kalkulatora, i sprawdzona doswiadczalnie [1]. Wykazano tu
praktycznie zbiezno$¢ teorii z eksperymentem.

Rozwigzania hybrydowe

Wyniki uzyskuje sie za pomocg komputera, stosujgc prze-

tworzone analitycznie rownania réwnowagi wezta konstrukgiji.
o Ruszt szesciokatny i pasmo ptytowe. W tym przy-
padku uktad trzech réznicowych réownan rownowagi wezta
powtarzalnego sprowadzono analitycznie do jednego
rownania rownowagi zawierajgcego tylko ugiecia rusztu.
Dalej rozwigzywano numerycznie zwykly uktad réwnan
algebraicznych liniowych. W ten sposoéb uzyskuje sie wieksze
mozliwosci uwzgledniania dowolnego obcigzenia i warunkéw
brzegowych.
e Analiza pretow prostych, w dowolnym zakresie, za po-
moca MRS. Tu rozwigzanie sprowadza sie do rozwigzania
ukfadu rownan algebraicznych liniowych typu (2)1. W ten spo-
sOb omija sie ograniczenia wynikajgce z istnienia w rozwigza-
niach analitycznych funkgji hiperbolicznych, a prety moga mie¢
w kazdym z weztéw rézng sztywnos¢ i obcigzenia zewnetrzne
oraz warunki brzegowe.
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Nowe ujecia metod komputerowych

e Metoda réwnan réznicowo-macierzowych (MRRM).
W tym podejsciu niezaleznie od rodzaju analizy zadanie
sprowadza sie do rozwigzania uktadu rownan algebra-
icznych liniowych (5)1, gdzie réwnanie rownowagi wezta
ma posta¢ (5).. Podejscie to implementowano do bardzo
zaawansowanego numerycznie systemu obliczeniowego
0 nazwie WDKM [3].
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e Metoda roznic skonczonych. To podejscie numeryczne
mozna zastosowa¢ do dowolnego zagadnienia opisanego
réwnaniami rézniczkowymi, zastepujac je operatorami rézni-
cowymi typu (6). Dzieki programowi MRS (objeto$¢ 17,5 KB!),
zadanie takie mozna zadeklarowa¢ z klawiatury w systemie
interakcyjnym:

CV(AD + iArAEA Jq)r = Qr (6)
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o Metoda czasoprzestrzeni (3D-T) z wykorzystaniem MRS.
To podejscie umozliwia uzyskanie odpowiedzi konstrukcji na
praktycznie dowolne obcigzenia ruchome oraz pokazanie od-
ksztatcenia uktadu jednoczesnie w kazdej z rozpatrywanych
chwil czasowych. Wadg metody jest konieczno$¢ zaangazo-
wania komputera o duzej mocy.

o Metoda elementéw skonczonych. Metode te wykorzy-
stano do celéow dydaktycznych, do belek, kratownic i ram
(program MES).

o Synteza konstrukcji pretowych. Taka funkcje przewidzia-
no w trzech programach autora, o réznym stopniu doktadno-
Sci obliczen. Program KMD wymiarowat konstrukcje pretowe
wpisane w prostokatng siatke punktéw, wykorzystujgc metode
tzw. naprezen dopuszczalnych. Natomiast program KMG wy-
miarowat podobne konstrukcje jak poprzedni i zapewniat spet-
nienie wymagan metody stanéw granicznych. Z kolei program
WDKM byt przeznaczony do analizy szerokiej klasy konstrukciji
pretowych wpisanych w dwukrzywiznowe siatki punktow. We
wszystkich przypadkach potrzebne przekroje byty dobierane
z katalogu zadeklarowanego programowi.

o Potoptymalizacja konstrukcji przestrzennych. Tu zespot
programow sporzgdzonych na potrzeby rozprawy doktorskiej
obywatela Libii, A.H. Fahemy, przy danym schemacie i wa-
runkach brzegowych konstrukcji oraz obcigzeniu poréwnywat
wyniki (np. przemieszczenia, naprezenia, mase konstrukcji)
i sporzadzat odpowiednie wykresy dla zmieniajgcych sie po-
jedynczych parametréw, aby umozliwi¢ cztowiekowi podjecie
najlepszej decyzji.

e Optymalizacja. W swojej rozprawie doktorskiej Libijczyk
M.H. Rhuma wykorzystat program TRUSSOL wykonujacy
takie zadanie, opracowany przez K. Dontena z Wydziatu In-
zynierii Lgdowej Politechniki Warszawskiej. Poréwnywano
tam m.in. mase konstrukcji, naprezenia i przemieszczenia
oraz dobierano niezbedne przekroje pretéw otrzymywane dla
konkretnego typu koput Schwedlera lub Lamella, przy zmie-
niajgcej sie wyniostosci. Koputy traktowano jako przestrzen-
ne kratownice o weztach przegubowych. Uzyty tu program
K. Dontena, adaptowany przez Rhume dla koput Schwedlera
i Lamella, miat funkcje niemal takie same jak programy autora
KMD i KMG.

Wykonane obliczenia poréwnawcze

o Dokladnos¢ uzyskania wynikéw. Tu testy dotyczyly
symetrycznych przestrzennych konstrukcji pretowych przy
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stosowaniu pomystu obliczania ich jako potowy lub ¢wiartki.
W ramach prac wiasnych autora i kilku prac magisterskich
badano wptyw schematu konstrukcji dwuwarstwowych i sto-
sowanych réznych sposobdw podparcia na rozktad i wartosci
sit powstajgcych w pretach. Poréwnania takie prowadzg do
wniosku, ze wyniki obliczen dla fragmentéw konstrukcji, uzy-
skane dzieki symetrii lub bisymetrii analizowanej konstrukcji,
sg gorsze ilosciowo.

e Obliczenia porownawcze w zakresie wytrzymatosci.
Poréwnania takie dotyczace wyznaczania naprezen prze-
prowadzono dla pretéw prostych o dowolnych, podobnych
przekrojach: cienkosciennych jednorodnych i kompozytowych
symetrycznych.

e Poréwnania dotyczace utraty statecznosci pretéow
prostych. Tu poréwnywano zachowanie sie pretow o do-
wolnych (réznorodnych), lecz podobnych przekrojach (jak
wyzej), badajagc ksztatt krytycznych powierzchni granicz-
nych (dla obcigzen ztozonych — zginanie i sita podtuzna
Sciskajgca) oraz zostaby izopowierzchnie krytyczne przy
obcigzeniu mimosrodowo dziatajgcej sity podtuznej $ciska-
jacej lub rozciaggajgce;.

o Wplyw warunkéw brzegowych na utrate statecznosci
pretéw prostych. Te prace byty prowadzone z J. Tolksdorfem
potwierdzity ogromny wptyw na rozwigzanie typu przekroju i
szczegolnie warunkéw brzegowych.

Wiasne algorytmy i programy komputerowe

o Programy do analizy przestrzennych konstrukcji preto-
wych. S3 to programy dla konstrukcji wpisanych w prostokat-
ne i dwukrzywiznowe siatki punktow, wykonujace w réznym
zakresie przede wszystkim analize, ale rowniez ich synteze.
o Obliczanie charakterystyk geometrycznych przekrojow
poprzecznych pretéw. Dla utatwienia takich obliczen opraco-
wano mate programy, zaréwno dla przekrojéw jednorodnych,
jak i kompozytowych (zbudowanych z kilku materiatow), w tym
petnych, oraz pewnej klasy cienkosciennych.

e Programy do opracowania wlasnych badan ekspery-
mentalnych. Tu takze dla utatwienia poréwnan wynikéw po-
miaréw doswiadczalnych z metodami analitycznymi wykonano
szereg programow. Pierwotnie programy te pisano w jezyku
Turbo Pascal, a potem wykorzystywano MS Excel.

o Opracowana wlasna grafika komputerowa. Wraz z roz-
wojem teorii i oprogramowania dla dwukrzywiznowych dwu-
warstwowych ,pofatdowanych” pretowych struktur przestrzen-
nych nastgpit rozwoj wiasnego oprogramowania o nazwie
SIATKI. Niektére, nawet zaawansowane wykresy dla przekro-
jow preta byty rysowane za pomocg MS Excel (!).

Wykorzystane programy komercyjne

Do graficznej interpretacji wynikow wtasnych, byty uzywane
znane powszechnie programy komercyjne.
e AutoCAD. Wykorzystywano go do wykonywania rysun-
kéw schematdéw doswiadczenia i wielu skomplikowanych
wykreséw takich jak: przestrzenne wykresy naprezen, wspo-
mniane izopowierzchnie krytyczne i krytyczne powierzchnie
graniczne, a wiec tam, gdzie wiasna grafika nie obejmowata
takich zadan.
e MS Excel. Program ten znacznie pozniej zaczeto stoso-
wac do wykonywania wspomnianych obliczen wytrzymato-
Sciowych, w tym do zagadnien utraty statecznosci pretéw pro-
stych, kohczonych czesto wykresami obliczonych wielkosci.
e Robot. Ten program wykorzystano do obliczania stanu na-
prezenia i przemieszczen we wspornikowych pretach cien-
kosciennych badanych doswiadczalnie. Program Robot V6
wykorzystywata w tym zakresie N. Jankowska, a Robot Mille-
nium stosowat J.B. Obrebski. Uzyskane w ten sposéb wyniki

byly zbyt wygtadzone — nie wskazywaty dobrze np. miejsc
koncentracji naprezen.

e Analiza dynamiczna budynkéw wysokich za pomoca
metody 3D-T. Ciekawg prace doktorskg w tym zakresie wy-
konat R. Szmit (promotor J.B. Obrebski) z wykorzystaniem
MRS. Tu do wiasciwych obliczen zastosowano MathCAD 2000
Professional z wtasnymi aplikacjami, a do sporzgdzenia wy-
kresow ilustrujgcych drgania budynku — program Corel Draw.
o Utrata statecznosci kompozytowych pretéw prostych.
Do obliczen w zakresie wytrzymatosci i utraty statecznosci
kompozytowych pretéw prostych studenci specjalizacji teo-
ria konstrukcji na Wydziale Inzynierii Lgdowej Politechniki
Warszawskiej wykorzystali mozliwosci programoéw: MathCAD
14.03, 15.0, Wolfram Mathematica v.9.1, 10. Tu znowu, grafika
wykonana w ten sposob (Mathematica funkcja Plot) znacznie
odbiegata jakoscig i sensem od sporzgdzonej przez autora,
z wykorzystaniem specjalnie wyprowadzonych wzoréw dla
krzywych opisujgcych warstwice i nastepnie powierzchnie
wyrysowane AutoCAD-em.

e Grafika komputerowa. Programy GRAPHIC i SURFER
byly wykorzystywane w rozprawie doktorskiej M.H. Rhumy.

e Program TRUSSOL. Ten program autorstwa K. Dontena
z Politechniki Warszawskiej byt wykorzystany przez M.H. Rhu-
me do obliczen kratownic przestrzennych w zakresie statyki.
Zatozenia do tego programu byly bardzo podobne, a wrecz
identyczne z opracowanymi przez autora programéw KMD
i KMG (!).

Dydaktyka

W zakresie zaje¢ laboratoryjnych do nauki zasad funkcjono-
wania dwoch metod komputerowych na Wydziale Budownic-
twa ART (pézniej na Mechanicznym UWM) w Olsztynie, autor
stosowat napisane wtasnorecznie programy: MES i MRS.

Prace Wactawa Przybyty — supermacierze

Warto tu wymieni¢ serie kilku prac prezentowanych przez
Wactawg Przybyte z jego doktorantami, dotyczgcych zasto-
sowania super- i hipermacierzy do obliczania wielkich ukta-
dow konstrukcyjnych. W tych bardzo warto$ciowych pracach
pokazano wiasne algorytmy numeryczne, pozwalajgce na
rozwigzywanie zadan z bardzo wieloma niewiadomymi.

Podsumowanie i wnioski

W niniejszej pracy autor zwrdcit uwage na nowe metody
numeryczne zaproponowane przez siebie oraz innych, z takze
na nietypowe zastosowania znanych metod, komentujgc ich
skutecznos¢ i doktadnos¢. Ustalono, ze wyniki otrzymywane
za pomocg znanych systemow komputerowych sg niestety
czesto gorsze od obliczonych problemowo-zorientowanymi
programami wiasnymi.
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