1584

MECHANIK NR 11/2016

Dynamika podwdjnego wahadta fizycznego
0 zmiennej masie we wspotrzednych bezwymiarowych

Dynamics of a double physical pendulum with variable mass

RAFAL KWIATKOWSKI
TADEUSZ J. HOFFMANN
ANDRZEJ KOLODZIEJ
GRZEGORZ DOMEK*

W artykule podjeto prébe opisu matematycznego i analizy zja-
wiska wymiany masy pomiedzy cztonami podwdjnego waha-
dia fizycznego i jego wptywu na dynamike uktadu. W badanym
uktadzie wraz z uptywem czasu nastepowato — pod wptywem
grawitacji — zmniejszenie masy gérnego cztonu i jednoczesne
zwiekszenie masy dolnego cztonu wahadta. Catkowita masa
uktadu nie zmieniata sie. Na potrzeby analizy wprowadzono
bezwymiarowy czas i bezwymiarowe parametry, co pozwolito
na przedstawienie réwnan ruchu w postaci bezwymiarowej.
Wykazano, ze zmiana masy w ukladzie ma istotny wptyw na
jego dynamike. Wzrost masy dolnego cztonu wahadta zmniej-
sza amplitude drgan. Obliczenia numeryczne przeprowadzono
w programie Mathematica.

SLOWA KLUCZOWE: wymiana masy, podwojne wahadto,
chaos

The article concerns considerations, whose the theme is to try
to mathematical description and analysis of the study of the
phenomenon of mass exchange between the members of do-
uble physical pendulum and its impact on the dynamics of the
whole system. In the analyzed system, with time, under the in-
fluence of gravity, the mass of the upper member of pendulum
decreases and the mass of the lower member of pendulum in-
creases. The total mass of the system doesn’t change. For the
analysis introduced dimensionless time and dimensionless
parameters, which allows the presentation of the equations
of motion in dimensionless form. It has been shown that the
change of mass in the system has a significant impact on the
dynamics. The increase in mass of the lower member reduces
the amplitude of vibration of the pendulum. The numerical cal-
culations were performer in the Mathematica package.

KEYWORDS: variable mass, double pendulum, chaos

Artykut stanowi kontynuacje tematyki podjetej w pra-
cach [4-9]. Wczesniejsze badania koncentrowaty sie
na analizie wplywu zjawiska wymiany masy pomiedzy
cztonami podwdjnego wahadta (zaréwno fizycznego, jak
i matematycznego) na dynamike uktadu. Wyniki badan
przedstawiano w postaci przebiegéw czasowych dla wielu
réznych warunkow poczgtkowych ruchu. Celem niniejszej
pracy jest proba opisu matematycznego zjawiska wymia-
ny masy pomiedzy cztonami podwdjnego wahadta fizycz-
nego we wspotrzednych bezwymiarowych oraz analiza
wptywu tego zjawiska na dynamike uktadu.

Zainteresowanie uktadami o zmiennej masie ma zro-
dto w poszukiwaniu efektow fizykalnych (mechanicznych)
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mozliwych do wykorzystania w budowie ttumikéw drgan.
Wiegkszos¢ badan eksperymentalnych w tym zakresie za-
konczyta sie bez wiekszych sukcesow, o czym Swiadczy
m.in. poziom dostepnych na rynku produktéw. Ze wzgledu
na ochrone patentowg brakuje tez publikacji dotyczgcych
tych badan.

Jednym z powszechnych systemdéw zmniejszajgcych
amplitude drgan, stosowanych gtéwnie w budowie wie-
zowcodw i mostow oraz w branzy motoryzacyjnej, jest TMD
(tuned mass damper) — masowy ttumik drgan. Taki ukfad
skfada sie m.in. z ruchomej masy, sprezyn i ttumika wisko-
tycznego, a opis jego badan mozna znalez¢ w pracy [12].

W tej sytuacji pojawito sie zapotrzebowanie na prace
teoretyczne z zakresu modelowania dynamiki uktadow
0 zmiennej masie.

Podwadjne wahadto fizyczne o zmiennej masie jest pro-
stym uktadem dynamicznym, skfadajgcym sie z dwodch
cztonow potgczonych ze sobg przegubowo (rys. 1). W ar-
tykule przedstawiono wyniki badan dynamiki takiego wa-
hadta dla dwdch zestawow warunkow poczatkowych réz-
nigcych sie jednym parametrem: § — katem wychylenia
dolnego cztonu wahadta. Pozostate warunki poczgtkowe
uktadu, {j.:

o [ — dlugos¢ goérnego czionu wahadta,

e | — dtugosc¢ dolnego cztonu wahadta,

e M — masa gornego cztonu wahadta,

e m — masa dolnego czionu wahadta,

o a — kat wychylenia gérnego cztonu wahadta,

e a’— predkos¢ uogodlniona gornego czionu wahadta,
o 3’ — predkos¢ uogodlniona dolnego cztonu wahadta,
e A — wspotczynnik wymiany masy,

byty identyczne w obu symulacjach.

Z

Rys. 1. Schemat
podwdjnego wahadta
fizycznego (a, B — katy
wychylenia gérne-

go i dolnego cztonu
wahadta; L, | — dtugo-
$ci gérnego i dolnego
cztonu wahadta; M, m —
masy gornego i dolnego
cztonu wahadta; Jy, Jn,
— momenty bezwtadno-
$ci goérnego i dolnego
cztonu wahadta; ¢y, ¢, —
$rodki mas gérnego

i dolnego cztonu
wahadta)
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Przyjmuje sie, ze masa catkowita wahadta podwajne-
go jest stata, jednak nastepuje przeptyw masy pomiedzy
cztonami.

W warstwie matematycznej wykorzystano klasyczny
formalizm réwnan Lagrange’a mechaniki analitycznej dla
uktadu o dwdch stopniach swobody z wiezami gtadkimi
holonomicznymi oraz fakt, ze sita ciezkosci jest sitg poten-
cjalng. Do obliczen numerycznych i graficznej prezentacii
wynikow zastosowano program Mathematica 6 firmy Wol-
fram Research.

Bezwymiarowa posta¢ rownan ruchu

Na podstawie [11] do uktadu réwnan nieliniowych, opi-
sujgcych wahadto o zmiennej masie (szczegétowo omo-
wione w pracach [8, 9]), wprowadzono:

e bezwymiarowe parametry:

w2:§ Q2=§ X:a)2zi
L’ [’ Q> L

e bezwymiarowy czas:

T:w.t:\/g.t — [:\/Z.T, dt:\/zdz-
L g g

e pochodne czasowe:

L&
g dr’

d L d d’
R e O O

e mase bezwymiarowa;:
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Po odpowiednich przeksztatceniach otrzymano bezwy-
miarowg posta¢ réwnan nieliniowych podwoéjnego waha-
dta fizycznego o zmiennej masie:
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Wyniki badan

Badanie miato umozliwi¢ analize wptywu zmiany wychy-
lenia poczgtkowego dolnego cztonu wahadta (8) na dyna-
mike ukfadu podwdéjnego wahadta fizycznego o zmiennej
masie. Zadane wychylenie dolnego cztonu wahadta S,
w pierwszej symulacji wynosito 0,1 rad, a w drugiej — 0,2
rad. Pozostate wartosci poczgtkowe uktadu przedstawio-
no w tablicy.

TABLICA. Zadane wartosci poczatkowe ukladu

Lm I, m Mo, kg mo, kg X Ho
1 1 10 0,10 1 0,01
ap Bo a’ B A
0,1
0 0 0 0,015
0,2
050 -
0,4L
0,3
02F
0,1F
n 1 n n I n 1 n " n n 1 " n n " 1 " n n n 1 T
10 20 30 40 50

Rys. 2. Wykres zmiany masy bezwymiarowej u podczas procesu

Na rys. 2 pokazano zmiane masy bezwymiarowej p dla
procesu o czasie wynoszgcym t = 50.

Symulacje przebiegu wspotrzednych oraz predkosci
uogolnionych poszczegoélnych cziondw wahadta przed-
stawiono na wspolnych dla obu proceséw wykresach.
Wartosci wychylenia goérnego cztonu wahadta (rys. 3)
zmieniajg sie od 0 do 0,012 w pierwszej symulacji oraz od
0do 0,024 w drugiej symulacji. W obu przypadkach ampli-
tuda drgan podczas catego procesu stale rosnie.

Przebiegi symulacji wspotrzednej uogodlnionej dla dolne-
go cztonu wahadta (rys. 4) wskazujg, ze w miare zmniej-
szania sie masy gornego cztonu wahadta i jednoczesnego
zwiekszania sie masy dolnego cztonu nastepuje ttumienie
drgan cztonu dolnego. Wielko$¢ amplitudy drgan w pierw-
szej symulacji zmieniata sie od 0,1 (zadanej poczatkowej
wartosci) do 0,01 pod koniec procesu, natomiast w dru-
giej symulacji — od 0,2 (zadanej poczatkowej wartosci) do
0,015 pod koniec procesu.

Wykresy obrazujgce predkosci uogdlnione gérnego
cztonu wahadta a’ (rys. 5) dla pierwszej symulacji ksztat-
tujg sie w zakresie od 0 do 0,022, natomiast dla drugiej
symulacji od 0 do 0,045. Podczas procesu amplituda
predkosci uogdlnionych (dla obu symulaciji) stale rosnie.

Predkos$¢ uogdlniona dolnego czionu wahadta (rys. 6)
w obu symulacjach osigga maksimum na samym po-
czatku procesu. W pierwszej symulacji nastepuje skok
od zadanej poczatkowej wartosci 0 do 0,17, a w drugiej
symulacji — od 0 do 0,32, potem zas amplituda predko-
Sci uogolnionej zmniejsza sie w trakcie procesu (wraz
ze wzrostem masy dolnego czionu wahadta nastepuje
ttumienie predkosci) i pod koniec osigga odpowiednio:
0,02 w pierwszej i 0,03 w drugiej symulacji.
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Rys. 3. Wykre-
sy symulacji
wspotrzednych
uogodlnionych
gornego cztonu
wahadta a.
Kolor zielony
dotyczy pierw-
szej symulacji
(BO = 0v1 rad)v
a kolor niebie-
ski — drugiej
symulacji

(Bo = 0,2 rad)

Rys. 4. Wykre-
sy symulacji
wspotrzednych
uogdlnionych
dolnego cztonu
wahadta .
Kolor zielony
dotyczy pierw-
szej symulaciji
(Bo = 0,1 rad),
a kolor niebie-
ski — drugiej
symulacji
(Bo=0,2 rad)

Rys. 5. Wykre-
sy symulacji
predkosci
uogodlnionych
gornego cztonu
wahadta o’
Kolor zielony
dotyczy pierw-
szej symulacji
(Bo = 0,1 rad),
a kolor niebie-
ski — drugiej
symulacji

(Bo = 0,2 rad)

Rys. 6. Wykre-
sy symulacji
predkosci
uogdlnionych
dolnego cztonu
wahadta g’.
Kolor zielony
dotyczy pierw-
szej symulaciji
(Bo = 0,1 rad),
a kolor niebie-
ski — drugiej
symulacji

(Bo = 0,2 rad)
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Whioski

Gtéwnym i najwazniejszym wnioskiem z przeprowadzo-
nych badan jest potwierdzenie, ze zjawisko przeptywu
masy moze by¢ wykorzystane do ttumienia drgan.

Dynamika ukfadu o zmiennej masie rézni sie znacza-
co od przebiegu dla uktadu o statej masie, przy czym gdy
zmiana masy w uktadzie jest stosunkowo niewielka w po-
réwnaniu z catkowita masg uktadu, w badaniu dynamiki
mozna ten fakt pomingé. Z kolei w systemach, w ktérych
zachodzi znaczna wymiana masy, zwlaszcza w krotkim
czasie, nalezy uwzglednic ten proces w badaniu dynamiki
— w przeciwnym razie wszelkie przewidywane odpowiedzi
ukfadu bedg dalekie od jego rzeczywistego zachowania [3].

Otrzymane wyniki otwierajg nowe pola badawcze,
zwlaszcza inspirowane praktycznymi zastosowaniami
opisanymi w pracach [2, 10]. W tym kontekscie wazne
bedzie opracowanie modelu wahadta fizycznego o dowol-
nym momencie bezwtadnosci i poréwnanie go z modelem
wahadta matematycznego, a takze przebadanie przebie-
gow procesow wywotanych sitg wymuszajgcg przyktada-
ng do gornego badz dolnego cztonu wahadta — pozwoli to
na stwierdzenie, w jakim stopniu badane modele opisujg
rzeczywiste procesy techniczne.

Analizowane wahadto podwdjne o zmiennej masie ma
sktonnos¢ do ruchu chaotycznego (opis zjawiska cha-
otycznego ruchu wahadet mozna odnalez¢ w pracach
[1,11]) — wida¢ to zwlaszcza podczas obserwacji ruchu
gérnego cztonu wahadta. Przedstawione wyniki badan
byly bardzo wrazliwe na warunki poczatkowe. Jedno-
znaczne stwierdzenie, ze w tym wypadku wystepuje ruch
chaotyczny, nie jest jednak mozliwe tylko i wytgcznie na
podstawie przeprowadzonej analizy. W tym celu nalezato-
by wykonac¢ dalsze badania z uwzglednieniem wykresow
bifurkacyjnych, maksymalnych wyktadnikéw Lapunowa,
a takze map Poincarégo.
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