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Dynamika podwójnego wahadła fizycznego  
o zmiennej masie we współrzędnych bezwymiarowych

Dynamics of a double physical pendulum with variable mass  
in dimensionless coordinates
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W artykule podjęto próbę opisu matematycznego i analizy zja-
wiska wymiany masy pomiędzy członami podwójnego waha-
dła fizycznego i jego wpływu na dynamikę układu. W badanym 
układzie wraz z upływem czasu następowało – pod wpływem 
grawitacji – zmniejszenie masy górnego członu i jednoczesne 
zwiększenie masy dolnego  członu wahadła. Całkowita masa 
układu  nie  zmieniała  się.  Na  potrzeby  analizy wprowadzono 
bezwymiarowy czas i bezwymiarowe parametry, co pozwoliło 
na  przedstawienie  równań  ruchu  w  postaci  bezwymiarowej. 
Wykazano, że zmiana masy w układzie ma  istotny wpływ na 
jego dynamikę. Wzrost masy dolnego członu wahadła zmniej-
sza amplitudę drgań. Obliczenia numeryczne przeprowadzono 
w programie Mathematica.
SŁOWA  KLUCZOWE:  wymiana  masy,  podwójne  wahadło,  
chaos

The article concerns considerations, whose the theme is to try 
to mathematical description and analysis of the study of the 
phenomenon of mass exchange between the members of do-
uble physical pendulum and its impact on the dynamics of the 
whole system. In the analyzed system, with time, under the in-
fluence of gravity, the mass of the upper member of pendulum 
decreases and the mass of the lower member of pendulum in-
creases. The total mass of the system doesn’t change. For the 
analysis introduced dimensionless time and dimensionless 
parameters, which allows the presentation of the equations 
of motion in dimensionless form. It has been shown that the 
change of mass in the system has a significant impact on the 
dynamics. The increase in mass of the lower member reduces 
the amplitude of vibration of the pendulum. The numerical cal-
culations were performer in the Mathematica package.
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Artykuł stanowi kontynuację tematyki podjętej w pra-
cach [4–9]. Wcześniejsze badania koncentrowały się 
na analizie wpływu zjawiska wymiany masy pomiędzy 
członami podwójnego wahadła (zarówno fizycznego, jak 
i matematycznego) na dynamikę układu. Wyniki badań 
przedstawiano w postaci przebiegów czasowych dla wielu 
różnych warunków początkowych ruchu. Celem niniejszej 
pracy jest próba opisu matematycznego zjawiska wymia-
ny masy pomiędzy członami podwójnego wahadła fizycz-
nego we współrzędnych bezwymiarowych oraz analiza 
wpływu tego zjawiska na dynamikę układu.

Zainteresowanie układami o zmiennej masie ma źró-
dło w poszukiwaniu efektów fizykalnych (mechanicznych) 
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możliwych do wykorzystania w budowie tłumików drgań. 
Większość badań eksperymentalnych w tym zakresie za-
kończyła się bez większych sukcesów, o czym świadczy 
m.in. poziom dostępnych na rynku produktów. Ze względu 
na ochronę patentową brakuje też publikacji dotyczących 
tych badań.

Jednym z powszechnych systemów zmniejszających 
amplitudę drgań, stosowanych głównie w budowie wie-
żowców i mostów oraz w branży motoryzacyjnej, jest TMD 
(tuned mass damper) – masowy tłumik drgań. Taki układ 
składa się m.in. z ruchomej masy, sprężyn i tłumika wisko-
tycznego, a opis jego badań można znaleźć w pracy [12].

W tej sytuacji pojawiło się zapotrzebowanie na prace 
teoretyczne z zakresu modelowania dynamiki układów 
o zmiennej masie.

Podwójne wahadło fizyczne o zmiennej masie jest pro-
stym układem dynamicznym, składającym się z dwóch 
członów połączonych ze sobą przegubowo (rys. 1). W ar-
tykule przedstawiono wyniki badań dynamiki takiego wa-
hadła dla dwóch zestawów warunków początkowych róż-
niących się jednym parametrem: β – kątem wychylenia 
dolnego członu wahadła. Pozostałe warunki początkowe 
układu, tj.:
● L – długość górnego członu wahadła,
● l – długość dolnego członu wahadła,
● M – masa górnego członu wahadła,
● m – masa dolnego członu wahadła,
● α – kąt wychylenia górnego członu wahadła,
● α’ – prędkość uogólniona górnego członu wahadła,
● β’ – prędkość uogólniona dolnego członu wahadła,
● λ – współczynnik wymiany masy,
były identyczne w obu symulacjach.

Rys. 1. Schemat 
podwójnego wahadła 

fizycznego (α, β – kąty 
wychylenia górne-

go i dolnego członu 
wahadła; L, l – długo-
ści górnego i dolnego 

członu wahadła; M, m – 
masy górnego i dolnego 

członu wahadła; JM, Jm  
– momenty bezwładno-

ści górnego i dolnego 
członu wahadła; cM, cm – 
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i dolnego członu  

wahadła)



Przyjmuje się, że masa całkowita wahadła podwójne-
go jest stała, jednak następuje przepływ masy pomiędzy 
członami.

W warstwie matematycznej wykorzystano klasyczny 
formalizm równań Lagrange’a mechaniki analitycznej dla 
układu o dwóch stopniach swobody z więzami gładkimi 
holonomicznymi oraz fakt, że siła ciężkości jest siłą poten-
cjalną. Do obliczeń numerycznych i graficznej prezentacji 
wyników zastosowano program Mathematica 6 firmy Wol-
fram Research.

Bezwymiarowa postać równań ruchu

Na podstawie [11] do układu równań nieliniowych, opi-
sujących wahadło o zmiennej masie (szczegółowo omó-
wione w pracach [8, 9]), wprowadzono:

● bezwymiarowe parametry:

● bezwymiarowy czas:

● pochodne czasowe:

● masę bezwymiarową:

Stąd wynika, że:

Po odpowiednich przekształceniach otrzymano bezwy-
miarową postać równań nieliniowych podwójnego waha-
dła fizycznego o zmiennej masie:

Wyniki badań

Badanie miało umożliwić analizę wpływu zmiany wychy-
lenia początkowego dolnego członu wahadła (β) na dyna-
mikę układu podwójnego wahadła fizycznego o zmiennej 
masie. Zadane wychylenie dolnego członu wahadła β0 
w pierwszej symulacji wynosiło 0,1 rad, a w drugiej – 0,2 
rad. Pozostałe wartości początkowe układu przedstawio-
no w tablicy.

TABLICA. Zadane wartości początkowe układu

L, m l, m M0, kg m0, kg χ μ0

1 1 10 0,10 1 0,01

α0 β0 α'0 β'0 λ

0
0,1

0 0 0,015
0,2

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

10 20 30 40 50

μ

τ

 Rys. 2. Wykres zmiany masy bezwymiarowej μ podczas procesu

Na rys. 2 pokazano zmianę masy bezwymiarowej μ dla 
procesu o czasie wynoszącym τ = 50.

Symulacje przebiegu współrzędnych oraz prędkości 
uogólnionych poszczególnych członów wahadła przed-
stawiono na wspólnych dla obu procesów wykresach. 
Wartości wychylenia górnego członu wahadła (rys. 3) 
zmieniają się od 0 do 0,012 w pierwszej symulacji oraz od 
0 do 0,024 w drugiej symulacji. W obu przypadkach ampli-
tuda drgań podczas całego procesu stale rośnie.

Przebiegi symulacji współrzędnej uogólnionej dla dolne-
go członu wahadła (rys. 4) wskazują, że w miarę zmniej-
szania się masy górnego członu wahadła i jednoczesnego 
zwiększania się masy dolnego członu następuje tłumienie 
drgań członu dolnego. Wielkość amplitudy drgań w pierw-
szej symulacji zmieniała się od 0,1 (zadanej początkowej 
wartości) do 0,01 pod koniec procesu, natomiast w dru-
giej symulacji – od 0,2 (zadanej początkowej wartości) do 
0,015 pod koniec procesu.

Wykresy obrazujące prędkości uogólnione górnego 
członu wahadła α’ (rys. 5) dla pierwszej symulacji kształ-
tują się w zakresie od 0 do 0,022, natomiast dla drugiej 
symulacji od 0 do 0,045. Podczas procesu amplituda 
prędkości uogólnionych (dla obu symulacji) stale rośnie.

Prędkość uogólniona dolnego członu wahadła (rys. 6) 
w obu symulacjach osiąga maksimum na samym po-
czątku procesu. W pierwszej symulacji następuje skok 
od zadanej początkowej wartości 0 do 0,17, a w drugiej 
symulacji – od 0 do 0,32, potem zaś amplituda prędko-
ści uogólnionej zmniejsza się w trakcie procesu (wraz  
ze wzrostem masy dolnego członu wahadła następuje  
tłumienie prędkości) i pod koniec osiąga odpowiednio: 
0,02 w pierwszej i 0,03 w drugiej symulacji.
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Wnioski

Głównym i najważniejszym wnioskiem z przeprowadzo-
nych badań jest potwierdzenie, że zjawisko przepływu 
masy może być wykorzystane do tłumienia drgań.

Dynamika układu o zmiennej masie różni się znaczą-
co od przebiegu dla układu o stałej masie, przy czym gdy 
zmiana masy w układzie jest stosunkowo niewielka w po-
równaniu z całkowitą masą układu, w badaniu dynamiki 
można ten fakt pominąć. Z kolei w systemach, w których 
zachodzi znaczna wymiana masy, zwłaszcza w krótkim 
czasie, należy uwzględnić ten proces w badaniu dynamiki 
– w przeciwnym razie wszelkie przewidywane odpowiedzi 
układu będą dalekie od jego rzeczywistego zachowania [3].

Otrzymane wyniki otwierają nowe pola badawcze, 
zwłaszcza inspirowane praktycznymi zastosowaniami 
opisanymi w pracach [2, 10]. W tym kontekście ważne 
będzie opracowanie modelu wahadła fizycznego o dowol-
nym momencie bezwładności i porównanie go z modelem 
wahadła matematycznego, a także przebadanie przebie-
gów procesów wywołanych siłą wymuszającą przykłada-
ną do górnego bądź dolnego członu wahadła – pozwoli to 
na stwierdzenie, w jakim stopniu badane modele opisują 
rzeczywiste procesy techniczne.

Analizowane wahadło podwójne o zmiennej masie ma 
skłonność do ruchu chaotycznego (opis zjawiska cha-
otycznego ruchu wahadeł można odnaleźć w pracach  
[1, 11]) – widać to zwłaszcza podczas obserwacji ruchu 
górnego członu wahadła. Przedstawione wyniki badań 
były bardzo wrażliwe na warunki początkowe. Jedno-
znaczne stwierdzenie, że w tym wypadku występuje ruch 
chaotyczny, nie jest jednak możliwe tylko i wyłącznie na 
podstawie przeprowadzonej analizy. W tym celu należało-
by wykonać dalsze badania z uwzględnieniem wykresów 
bifurkacyjnych, maksymalnych wykładników Lapunowa, 
a także map Poincarégo.
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Rys. 3. Wykre-
sy symulacji 
współrzędnych 
uogólnionych 
górnego członu 
wahadła α. 
Kolor zielony 
dotyczy pierw-
szej symulacji 
(β0 = 0,1 rad), 
a kolor niebie-
ski – drugiej 
symulacji  
(β0 = 0,2 rad)

Rys. 4. Wykre-
sy symulacji 
współrzędnych 
uogólnionych 
dolnego członu 
wahadła β. 
Kolor zielony 
dotyczy pierw-
szej symulacji 
(β0 = 0,1 rad), 
a kolor niebie-
ski – drugiej 
symulacji  
(β0 = 0,2 rad)

Rys. 5. Wykre-
sy symulacji 
prędkości 
uogólnionych 
górnego członu 
wahadła α’. 
Kolor zielony 
dotyczy pierw-
szej symulacji 
(β0 = 0,1 rad), 
a kolor niebie-
ski – drugiej 
symulacji  
(β0 = 0,2 rad)

Rys. 6. Wykre-
sy symulacji 
prędkości 
uogólnionych 
dolnego członu 
wahadła β’. 
Kolor zielony 
dotyczy pierw-
szej symulacji 
(β0 = 0,1 rad), 
a kolor niebie-
ski – drugiej 
symulacji  
(β0 = 0,2 rad)


