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ANALIZA DRGAN POPRZECZNYCH PLYTY PIERSCIENIOWEJ
O ZLOZONYM KSZTALCIE Z UWZGLEDNIENIEM WELASNOSCI
CYKLICZNEJ SYMETRII UKLADU

Streszczenie: W publikacji omawiane sg drgania poprzeczne ptyty pierscieniowej o ztozonym
ksztatcie. W procesie analizy wykorzystuje sie metode elementéw skonczonych. Rozwaza sie
przydatnos¢ modeli, w ktérych wykorzystuje sie wiasnosci cyklicznej symetrii, w analizie drgan
poprzecznych. Zaproponowano trzy modele numeryczne. Otrzymane z symulacji numerycznej
wyniki zweryfikowano badaniami doswiadczalnymi. Obliczenia numeryczne przeprowadzono w
srodowisku obliczeniowym ANSYS.

Stowa kluczowe: drgania poprzeczne, cykliczna symetria uktadu, ptyta pierscieniowa.

TRANSVERSE VIBRATION ANALYSIS OF A COMPOUND ANNULAR
PLATE WITH CYCLIC SYMMETRY MODELLING

Summary: In this article the transverse vibration of an arbitrary chosen annular plate with
complex geometry is analysed on basis of the finite element (FE) method. The investigation is
led to preparing the FE models by using cyclic symmetry modelling approach. Three numerical
models are proposed and analysed. The received results are discussed and compared with the
experimental results. FE models are prepared by using ANSYS software.

Keywords: transversal vibration, cyclic symmetry model, annular plate.

1. WPROWADZENIE

Zagadnienia drgan poprzecznych ptyt kotowych i pierscieniowych sg przedmiotem
zainteresowania wielu badaczy oraz osrodkéw badawczo-rozwojowych [1, 3]. Wynika to z
faktu, ze niektore wirujgce uktady (np. kota zebate, dyski turbin) mogg byé rozwazane jako
ptyty kotowe badz pierscieniowe, o ksztalcie odzwierciedlajgcym analizowane zespoty.
Bardzo uzytecznym i czesto stosowanym narzedziem w analizie drgan ztozonych ukfadéw
jest metoda elementéw skohczonych (MES) [2]. W pracach [1, 5], autorzy wykorzystali
MES do analizy drgahn poprzecznych két zebatych z tarczami petnymi oraz z tarczami z
otworami przelotowymi. W publikacji [3], autorzy oméwili drgania poprzeczne wiasne i
wymuszone dysku turbiny wraz z topatkami. W analizie stosowali rézne metody
numeryczne (MES i inne) oraz wykorzystali wlasno$ci cyklicznej symetrii uktadu. Takze w
pracach [4, 5], autorzy wykorzystali wtasnosci cyklicznej symetrii w analizie drgan
poprzecznych ptyt pierécieniowych o ztozonym ksztatcie. W pracy [5], ptyty pierscieniowe
stanowity uproszczone modele ko6t zebatych. W artykule [4], omdwiono wstepnie
zagadnienia zwigzane z doktadnoscig modeli z cykliczng symetrig. Prowadzone badania
symulacyjne zweryfikowano dostepnymi, dla wybranych przypadkoéw, danymi
eksperymentalnymi. Publikacja ksigzkowa [2], jest jedng z nowszych pozyciji literaturowych
omawiajgcych kompleksowo zagadnienia teoretyczne drgan uktadow ciggtych i
dyskretnych oraz metodyke pomiaru drgan.

W niniejszej publikacji oméwione zostang drgania witasne poprzeczne piyt
pierécieniowych o ztozonym ksztalcie. W analizie wykorzystana zostanie metoda
elementow skonczonych. Rozpatrzone zostang zagadnienia budowy modeli MES



analizowanych uktaddéw z uwzglednieniem wiasnosci cyklicznej symetrii oraz rozmiaru
elementow skonczonych. Dyskutowane wyniki badan symulacyjnych, zweryfikowane
zostang badaniami eksperymentalnymi, ktére prowadzono na wybranych obiektach
rzeczywistych.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Zasadniczym celem pracy jest omodwienie metodyki budowy modeli MES pityt
pierscieniowych o ztozonym ksztatcie. W procesie modelowania uwzglednia sie wiasnosci
cyklicznej symetrii oraz parametry elementéw skohczonych siatki. Opracowane modele
MES sg przewidziane do analizy drgah poprzecznych omawianych uktadow.
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Rys. 2.1. Model geometryczny i wymiary ptyty pierscieniowej
W rozwazaniach wykorzystuje sie dwie ptyty o ksztatcie zdefiniowanym na rys. 2.1.
Podstawowe wymiary geometryczne i parametry techniczne, przyjetych do analizy
uktadéw, podano w tabeli 2.1.

Tab. 2.1 Dane techniczne badanych obiektow

L d. d, P d; L, L, E
Pl tm] | Im] | kg/m* | Im] | [m] | [m] | [Pa] | ¥

1 10.191{0.1597.85-10° »
> 102030147 7 85.107| °-02 | 0008 | 0.0022.110™ | 0.28

gdzie:
d ,d ,d, Il ,| towymiary obiektéw zdefiniowane narys. 2.1,
227wl w
p to gestos¢ masy uktadow,

E to modut Younga,
v to wspotczynnik Poissona.

Jak wspomniano wczesniej, zagadnienie drgan witasnych rozwigzano metodg elementow
skonczonych. Po dyskretyzacji kazdego z uktadéw (proces naktadania siatki), dynamiczne
réwnania ruchu mozna zapisa¢ w postaci macierzowej w formie zaleznosci [2]:

Mii + Ku =0 (2.1)

M, K to macierze bezwtadno$ci i sztywnos$ci w uktadzie globalnym,
i, u to wektory przyspieszen i przemieszczeh weztowych.



Globalne macierze M i K otrzymuje sie po scatkowaniu macierzy mas i sztywno$ci:
() _ (e) (e) () _ (e) (e)
M= [ p“N'Nar, K~ [, 0“B'EBaV (2.2)

M(e),K(e) to macierze mas i sztywno$ci elementu,
p(e) to gestos¢ elementu,

v to objetos¢ elementu,
N to macierz funkcji ksztattu,
B, E to macierze pochodnych funkcji ksztattu i sztywnos$ci materiatowej.

Czestosci drgan wiasnych otrzymuje sie z rozwigzania zagadnienia wtasnego:
(K-wM)u=0 (2.3)

w to czestosé wtasna,
u to wektor wiasny (posta¢ drgan witasnych)

Liczba par (a)i,ﬁi) rowna jest liczbie stopni swobody uktadu. Do rozwigzania zagadnienia

wiasnego (2.3) stosuje sie metode blokowg Lanczosa [2]. Z powodu dyskretyzacji, modele
MES uktadow, traktowane sg jako aproksymacje uktadéw rzeczywistych. Dokfadnosc
opracowanych modeli MES ustala sie na podstawie btedu czestosci, zdefiniowanego w
formie:

¢ =(0 - )/ -100% (2.4)
o’ to czestos¢ drgan wtasnych z modelu numerycznego,

w‘ to czestos¢ drgan witasnych obiektu.

Zaleznos¢ (2.4) nazywana jest tzw. btedem czestosci [2].

3. ANALIZA NUMERYCZNA

W tym rozdziale omdéwiona zostanie metodyka budowy modeli MES rozwazanych
uktadow oraz wyniki symulacji numerycznych. Modele te w dalszej kolejnosci
wykorzystane zostang do wyznaczenia czesto$ci drgan wiasnych poprzecznych
analizowanych uktadoéw. Zgodnie z klasyczna teorig drgan ptyt kotowych i pierscieniowych,
poszczegolne czestosci wiasne oznaczaC bedziemy przez o, gdzie m odnosi sie do

liczby okregéow weztowych a » oznacza liczbe srednic weztowych [2].

Rys. 3.1. (a) pierwszy model MES obiektu nr 1, (b) pierwszy model MES obiektu nr 2



W kazdym przypadku modelu, omawianych obiektow, obliczenia numeryczne prowadzono
do momentu wyznaczenia czestosci wtasnej w,,. Dla kazdego rozwazanego obiektu

opracowano trzy modele MES.

Pierwszy model MES opracowano nastepujgco. Na petne modele geometryczne
obiektow (rys. 2.1) natozono siatke, wykorzystujgc standardowe procedury programu
ANSYS. W procesie naktadania siatki przyjeto, ze dtugos¢ krawedzi elementu nie
przekracza wartosci Z[mm} Zastosowano element brytowy (solid187), czworoscienny,

dziesiecioweztowy o trzech stopniach swobody w kazdym wezle. Otrzymane modele MES
zawierajg odpowiednio: 97404 elementy w przypadku modelu obiektu nr 1 oraz 143760
elementéw w przypadku modelu obiektu nr 2 (tabela 2.1). Modele te pokazano na rys. 3.1.
W tabelach 3.1 i 3.2 zamieszczono wygenerowane z omawianych modeli MES wartosci
czestotliwosci wtasnych odnoszacych sie do poszczegdinych obiektéw.

Tab. 3.1 Czestotliwosci wiasne z pierwszego modelu MES odnoszgce sie do pierwszego
obiektu w,,, [HZ]

0 1 2 3 4 5 6
236.5 | 149.4 | 643.6 1770 3340 5292 7523
m| 2 | 1932 2240 2899 3931 5327 7009
3 | 4531 5167 6580

—_

Tab. 3.2 Czestotliwosci wtasne z pierwszego modelu MES odnoszgce sie do drugiego
obiektu ,,, [HZ]

0 1 2 3 4 5 6

1] 213.5 | 1234 | 658.9 1804 3398 5403 7781
m| 2| 1916 2458 3337 4507 6059
3 | 4109 4680 6321

Drugi model MES opracowano wykorzystujgc wtasnosci cyklicznej symetrii uktadéw. Na
rys. 2.1 tatwo zauwazyc¢, ze modele geometryczne kazdego z obiektéw, sktadajg sie z
szesciu jednakowych segmentdéw, posiadajgcych wtasnosci cyklicznej symetrii. Na jeden z
takich segmentéw natozono siatke MES zgodnie z zasadami omdwionymi przy okaziji
opracowywania pierwszego modelu MES. Dodatkowo wprowadzono jeszcze warunki
brzegowe uwzgledniajgce cykliczng symetrie. Opracowane modele MES zawierajg
odpowiednio: 16234 elementy w przypadku modelu obiektu nr 1 oraz 23960 elementéw w
przypadku modelu obiektu nr 2. Modele te pokazano na rys. 3.2.

Rys. 3.2. Modele MES z cykliczng symetrig; (a) drugi model MES obiektu nr 1, (b) drugi
model MES obiektu nr 2



W tabelach 3.3 i 3.4 zamieszczono wartosci czestotliwosci wtasnych wyznaczonych z
wykorzystaniem omawianych modeli MES z cykliczng symetrig.

Tab. 3.3 Czestotliwosci wiasne z drugiego modelu MES (z cykliczng symetrig) odnoszgce
sie do pierwszego obiektu w,,, [Hz]

0 1 2 3 4 5 6

1] 236.4 | 1494 | 643.6 1770 3340 5292 7523
m| 2 | 1935 2240 2898 3930 5327 7009
3 | 4530 5166 6579

Tab. 3.4 Czestotliwosci wiasne z drugiego modelu MES (z cykliczng symetrig) odnoszgce
sie do drugiego obiektu w,,, [HZ]

0 1 2 3 4 5 6

1] 213.5 | 123.3 | 658.9 1804 3398 5403 7781
m| 2| 1916 2457 3336 4507 6059
3 | 4108 4679 6321

W trzecim modelu MES, podobnie jak w drugim, uwzgledniono wiasnosci cyklicznej
symetrii uktadu. W kazdym przypadku modelu obiektu na jeden segment natozono siatke
MES przy zatozeniu, ze dtugos¢ krawedzi elementu jest nie wigksza niz I.S[mm], co
stanowi wartos¢ mniejszg niz grubo$¢ ciehszych obszaréow piyt (rys. 2.1, tab. 2.1).
Opracowane modele MES zawierajg odpowiednio: 38131 elementéw w przypadku modelu
obiektu nr1 oraz 57834 elementy w przypadku modelu obiektu nr2. Modele te
przedstawiono na rys. 3.3.

a)

Rys. 3.3. Modele MES z cykliczng symetrig; (a) trzeci model MES obiektu nr 1, (b) trzeci
model MES obiektu nr 2

W tabelach 3.5 i 3.6 zamieszczono wartosci czestotliwosci drgan wtasnych porzecznych
wyznaczonych z wykorzystaniem opracowanych modeli MES z cykliczng symetria.

Tab. 3.5 Czestotliwosci wtasne z trzeciego modelu MES (z cykliczng symetrig) odnoszgce
sie do pierwszego obiektu w,,, [Hz]

1| 235.8 | 148.9 | 6434 1770 3340 5291 7519
m| 2 | 1928 2233 2890 3922 5317 6997
3 | 4520 5157 6566




Tab. 3.6 Czestotliwosci wtasne z trzeciego modelu MES (z cykliczng symetrig) odnoszace
sie do drugiego obiektu w,,, [HZ]

—_

212.8 | 1229 | 658.8 1804 3398 5403 7781
m| 2| 1913 2452 3326 4496 6046
3 | 4092 4666 6312

4. EKSPERYMENT POMIAROWY

Eksperyment pomiarowy przeprowadzono na dwodch obiektach o geometrii jak na
rys. 2.1 i parametrach technicznych omoéwionych w tabeli 2.1. W pomiarach stosowano
system pomiarowy firmy LMS. Zestaw pomiarowy sktadat sie z: mtotka modalnego firmy
PCB model 086C03, wyposazonego w stalowg koncéwke, czujnika przyspieszenia PCB
model 353B18, systemu archiwizacji danych LMS SCADA oraz modutu pomiarowego typu
SCM-V4E, obstugiwanego przez oprogramowanie LMS Test.Lab.

Rys. 4.1. Badania eksperymentalne

Badania zaplanowano tak aby wzbudzi¢ i zidentyfikowaé czestosci wiasne oraz
odpowiadajgce im postacie drgan witasnych poprzecznych. Kazdy z badanych obiektow
przymocowano potgczeniem srubowym do uktadu o duzej masie i znacznych wymiarach
geometrycznych. Podczas eksperymentu, kazdy z obiektdbw wzbudzano poprzez
uderzanie miotkiem modalnym w jeden punkt obiektu. Odpowiedz uktadu mierzono w 32
punktach pomiarowych robwnomiernie rozmieszczonych na obwodzie kazdego obiektu.

Tab. 4.1 Czestotliwosci drgan wiasnych poprzecznych pierwszego obiektu w,, [HZ]
(badania doswiadczalne)

—_

263.8 | 1419 | 575.6 1697 3272 5233 7463
m| 2 | 1847 2247 2048 3976 5318 6941
3 | 4397 5001 6453




Tab. 4.2 Czestotliwosci drgan wtasnych poprzecznych drugiego obiektu w,,, [Hz] (badania
doswiadczalne)

0 1 2 3 4 5 6
1] 2213 | 106.3 | 596.3 1740 5330 7709
m| 2 2444 3254 4389
3

Wartosci wzbudzonych i zidentyfikowanych czestotliwosci wlasnych zamieszczono w
tabelach 4.1 i 4.2. Jak fatwo zauwazy¢, nie wszystkie czestotliwosci wtasne udato sie
zidentyfikowa¢. Dotyczy to w szczegdlnosci obiektu nr2 (tab.4.2), dla ktérego
zidentyfikowano jedynie dziewie¢ czestotliwosci wtasnych. Zidentyfikowane wartosci
czestotliwosci wlasnych poréwnano z wynikami wygenerowanymi z zaproponowanych
modeli numerycznych MES (tab. 3.1-3.6), rozwazanych obiektéw. W tabelach 4.3—4.5
zamieszczono btedy czestosci (zaleznosé (2.4)) odnoszgce sie do zaproponowanych
modeli MES obiektu nr 1.

Tab. 4.3 Btad czestosci odnoszgcy sie do pierwszego modelu MES obiektu nr 1 ¢,,, [%]

n
0 1 2 3 4 5 6
1]-1035 | 5.29 11.81 4.3 2.08 1.13 0.8
m| 2 4.6 -0.31 -1.66 -1.13 0.17 0.98

3] 3.05 3.32 1.97

Tab. 4.4 Btad czestosci odnoszgcy sie do drugiego modelu MES obiektu nr 1 &, [%]

n

0 1 2 3 4 5 6
1]-1039 | 5.29 11.81 4.3 2.08 1.13 0.8

m| 2| 4.76 -0.31 -1.7 -1.16 0.17 0.98

3] 3.02 3.3 1.95

Tab. 4.5 Btad czestosci odnoszgcy sie do trzeciego modelu MES obiektu nr 1 ¢, [%]

n

0 1 2 3 4 5 6
1| -10.61 4.93 11.78 4.3 2.08 1.11 0.75

m| 2| 4.39 -0.62 -1.97 -1.36 -0.02 0.81

3 2.8 3.12 1.75

Analizujgc wyznaczone btedy czestoéci, zauwaza sie, ze w kazdym przypadku modelu
MES obiektu nr 1, jedynie przy dwoch czestosciach wiasnych, btgd czestosci wynosi
nieznacznie powyzej 10 %. W kolejnych tabelach (tab. 4.6—4.8) pokazano btedy czestosci
odnoszgce sie do modeli MES drugiego obiektu.

Tab. 4.6 Btad czestosci odnoszgcy sie do pierwszego modelu MES obiektu nr 2 ¢,,, [%]

n

0 1 2 3 4 5 6
1] -3.53 16.09 10.5 3.68 1.37 0.93
m| 2 0.57 2.55 2.69
3




Tab. 4.7 Btagd czestosci odnoszgcy sie do drugiego modelu MES obiektu nr 2 ¢, [%]

n

0 1 2 3 4 5 6
1] -3.53 16 10.5 3.68 1.37 0.93
m| 2 0.53 2.52 2.69
3

Tab. 4.8 Btgd czestosci odnoszgcy sie do trzeciego modelu MES obiektu nr 2 ¢, [%]

n

0 1 2 3 4 5 6
1] -3.84 15.62 | 10.48 3.68 1.37 0.93
m| 2 0.33 2.21 2.44
3

W odniesieniu do wynikdw dotyczgcych obiektu nr 2, dysponujemy nieco ubozszymi
danymi, nie mniej jednak zauwaza sie, podobnie jak poprzednio, ze dla dwédch
przypadkow czestotliwosci wtasnych, btagd czestosci jest powyzej 10 % we wszystkich
zaproponowanych modelach. Na rys. 4.2-4.3 pokazano cztery postacie drgan
poprzecznych otrzymane z drugiego modelu MES i eksperymentu pomiarowego dla
obiektu nr 1.

Rys. 4.3. Postacie wtasne: (a) ii;; (MES), (b) i, (eksper.), (c) iz (MES), (d) i (eksper.)

Otrzymane rezultaty sg obiecujgce. W obydwu rozwazanych obiektach zauwaza sie, ze
najlepsze dopasowanie do wynikéw badan eksperymentalnych wystepuje w przypadku
trzeciego modelu MES.

4. UWAGI | WNIOSKI

W artykule analizowano drgania poprzeczne ptyt pierscieniowych o ztozonym ksztaicie.
Trzy modele MES zaproponowano do rozwigzania zagadnienia drgan wiasnych,



omawianych ukfadéw. Otrzymane z symulacji numerycznej wyniki zweryfikowano
badaniami doswiadczalnymi. We wszystkich rozpatrywanych przypadkach uzyskano
poréwnywalne rezultaty. Najbardziej atrakcyjny, ze wzgledu na najmniejszg liczbe
elementéw, wydaje sie by¢ drugi zaproponowany model MES. Warto jeszcze nadmienic,
ze model ten tworzono przy zatozeniu, ze dlugos¢ krawedzi elementéw skonczonych
moze by¢ nie wieksza od grubosci modelowanej piyty w cienszym obszarze. Z
prezentowanych rezultatdw wynika, ze koniecznym jest prowadzenie dalszych badan w
omawianym obszarze.
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