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ANALIZA DRGAN GIETNYCH W PLASZCZYZNIE PIERSCIENIA
TIMOSHENKI WSPOLPRACUJACEGO Z TARCZA TRAKTOWANA JAKO
PODLOZE SPREZYSTE

Streszczenie: W pracy rozwazane sg drgania gietne w ptaszczyznie pierscienia Timoshenki
(grubego), wspotpracujgcego z podtozem sprezystym typu Winklera. Analiza prowadzona jest z
wykorzystaniem metod analitycznych i numerycznych. W dynamicznych réwnaniach ruchu
uwzgledniono trzyparametrowy model podioza oraz wplyw bezwiladnosci obrotowej i
odksztatcenia postaciowego. Otrzymane rozwigzania analityczne i numeryczne zweryfikowano
badaniami doswiadczalnymi. Wymagane obliczenia numeryczne wykonano w programie
ANSYS.

Stowa kluczowe: drgania gietne w ptaszczyznie, pierscien Timoshenki, trzyparametrowe
podtoze sprezyste typu Winklera.

IN PLANE FLEXURAL VIBRATION ANALYSIS OF A TIMOSHENKO RING
INTERACTING WITH THE DISK CONSIDERED AS AN ELASTIC
FOUNDATION

Summary: In this work the in plane flexural vibration of a Timoshenko ring interacting with the
foundation of a Winkler type is analysed. Analytical and numerical methods are used during
investigations. The three—parameter elastic foundation is proposed. The effects of shear
deformation and rotay inertia are included. Achieved results are verified by using an
experimental data. Numerical models are formulated by using ANSYS software.

Keywords: in plane flexural vibration, Timoshenko ring, three—parameter Winkler elastic foundation.

1. WPROWADZENIE

Zagadnienia drgan gietnych w ptaszczyznie pierscieni kotowych, wspotpracujgcych z
tarczami, traktowanymi jako podtoze sprezyste, znajdujg zastosowanie przy analizowaniu
drgan réznorodnych ukfadéw technicznych [5, 6]. Podstawy teoretyczne dotyczgce drgan
pierécieni kotowych, omoéwiono w pracy [5]. W publikacji [6], autorzy rozwazyli drgania
gietne w ptaszczyznie, két zebatych, modelowanych pierscieniami cienkimi (modele
Bernoulli'ego) z dwuparametrowg warstwg sprezystg. W pracach [2, 4], oméwiono drgania
gietne w ptaszczyznie pierscieni z warstwg sprezystg stosujgc metode elementow
skonczonych (MES) i oraz metody analityczne. W wymienionych pracach, w modelach
analitycznych stosowano dwuparametrowy model podtoza sprezystego. W pracy [1],
zaproponowano trzyparametrowy model warstwy sprezystej podtoza, wspotpracujgcego z
pierscieniami cienkimi i grubymi (model Timoshenki). W publikacji [3], omdowiono
modelowanie drgan gietnych w ptaszczyznie, pierscieni grubych z warstwg sprezysta,
stosujgc metody analityczne i numeryczne (MES). Prezentowane w pracach [1, 3]
rozwigzania zweryfikowano badaniami doswiadczalnymi. W niniejszej pracy omowione
zostang zagadnienia drgan gietnych w ptaszczyznie, pierscieni grubych wspétpracujgcych
z tarczami, traktowanymi jako podtoze sprezyste. W procesie analizy wykorzystane
zostang dwa modele uktadu (analityczny i numeryczny). W modelu analitycznym,
opracowanym z wykorzystaniem klasycznej teorii drgan pierécieni, uwzgledniony zostanie
trzyparametrowy model podtoza sprezystego. Zaproponowana zostanie procedura



wyznaczania zastepczej gestosci masy pierscienia w modelach sktadajgcych sie z
pierécienia i bezmasowej warstwy sprezystej. Prezentowane badania modelowe zostang
porébwnane z wynikami badan doswiadczalnych, wykonanych na reprezentatywnych
obiektach.

2. MODEL ANALITYCZNY

Model rozwazanego ukfadu zawiera jednorodny pierscien kotowy i tarcze modelowang
trzyparametrowym podtozem sprezystym. Zaktada sie prostokatny ksztatt przekroju
pierécienia sprezystego. Przez R oznacza sie promien linii $rodkowej pierscienia.
Rézniczkowe réwnania ruchu wyprowadza sie przy zatozeniu, ze nieskonczenie maty
wycinek uktadu (rys. 2.1) przemieszcza sie na kierunku stycznym i promieniowym.
Rozwazane sg mate przemieszczenia na wymienionych kierunkach, oznaczone
odpowiednio: u(6,¢) - przemieszczenie na kierunku promienia, w(6,¢) - przemieszczenie
na kierunku stycznym. Wielko$¢ ¢ oznacza czas a € to zmienna katowa (rys. 2.1).
Zgodnie z rozwazaniami teoretycznymi omowionymi w pracy [1], warstwa sprezysta
(tarcza) modelowana jest trzyparametrowym podtozem typu Winklera. Wspétczynniki
sztywnosci uwzgledniajg odpowiednio: k- sztywnos¢ warstwy sprezystej na kierunku

promienia, k,- sztywno$¢ warstwy na kierunku stycznym i kg - sztywno$¢ obrotowg
warstwy ze wzgledu na obrét przekrojow poprzecznych pierscienia podczas drgan.
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Rys. 2.1. Model rozwaznego uktadu

Wykorzystujgc klasyczng teorie drgan pierscieni Timoshenki [5], mozna zapisa¢ réwnania
drgan gietych w ptaszczyznie ukfadu, w funkcji przemieszczenia radialnego u(e,t) w
postaci:
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E to modut Younga,

G to modut Kirchhoffa,

1, to geometryczny moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego pierscienia,
o to gestos¢ masy pierscienia,

A to pole przekroju poprzecznego pierscienia,

k to wspétczynnik ksztattu przekroju.

Rozwigzanie ogdlne rownania (2.1) przyjmuje sie w postaci
u(6,t)=U(6)e™ (2.2)

w to czestosé wtasna,
i =+/—1 to jednostka urojona.

Po podstawieniu rozwigzania (2.2) do zaleznosci (2.1) otrzymuje sie réwnanie:
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Rozwigzanie réwnania (2.3) przewiduje sie w postaci:
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Po podstawieniu zaleznosci (2.5) do rownania (2.3) otrzymuje sie rownanie czestosci:
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Jak tatwo zauwazy¢, réwnanie (2.6) jest rownaniem kwadratowym ze wzgledu na w.

Oznacza to, ze kazdemu n odpowiadajg dwie warto$ci czestosci wiasnych. Nizsze
wartosci czestosci sg czestosciami drgan gietnych w ptaszczyznie [5].

3. MODELE NUMERYCZE MES

W tym rozdziale oméwione zostang modele MES rozwazanego uktadu. Modele te
otrzymuje sie dyskretyzujgc ukfad ciggty opisany réwnaniem (2.1). Czestosci wiasne i
odpowiadajgce im formy wtasne drgan gietnych w ptaszczyznie, pierécienia z warstwg
sprezysta, wyznacza sie wykorzystujgc w obliczeniach numerycznych metode blokowg
Lanczosa [5]. Podobnie jak w modelu analitycznym, przyjmuje sie, ze w uktadzie
wystepuje bezmasowa warstwa sprezysta. Wyniki rozwigzan analitycznych i
numerycznych zostang zweryfikowane w badaniach do$wiadczalnych. W eksperymencie
bedg wykorzystane ukfady z masowg warstwg sprezystg. Oznacza to, ze nalezy ustali¢
warto$¢ zastepczej gestosci masy pierscienia p,, tak aby uzyskac zadowalajgce wyniki

weryfikacji modeli. W procesie analizy rozwaza sie dwa obiekty o geometrii pokazanej na
rys. 3.1.
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Rys. 3.1. (a) wymiary geometryczne, (b) model obiektu

Kazdy z obiektow sktada sie z obrzeza traktowanego jako pierscien sprezysty oraz tarczy
modelowanej jako bezmasowe podtoze sprezyste. Dla kazdego obiektu opracowano
model MES w programie ANSYS. W procesie modelowania stosowano element
czworoscienny dziesiecioweztowy (solid187) o trzech stopniach swobody w kazdym wezZle.
W procesie modelowania pominieto mase tarczy, a zastepczg gesto$¢ masy pierscienia
0, Wyznacza si¢ w symulacji numerycznej z warunku minimalizacji btedu czestosci:

en=(w,{—a);)/a);'100% n=2,3,... (3.1)

w! to czestos¢ drgan wiasnych modelu,
w, to czestos¢ drgan wtasnych obiektu.

Na rys. 3.2 pokazano modele MES przyjetych do badan obiektéw. Model obiektu nr 1
zawiera 97404 elementy skonczone a w przypadku modelu obiektu nr 2 liczba elementéw
skonczonych wynosi 143760.



Rys. 3.2. (a) model MES obiektu nr 1, (b) model MES obiektu nr 2

4. ANALIZA NUMERYCZNA

W kolejnym rozdziale oméwione zostang wyniki rozwigzan analitycznych i
numerycznych otrzymane dla modeli przyjetych do analizy obiektéw. W kazdym
przypadku modelu obiektu, wyznaczono siedem pierwszych czestosci drgan wtasnych
gietnych w ptaszczyznie. W tabeli 4.1 zamieszczono dane techniczne badanych obiektéw.

Tab. 4.1 Dane techniczne badanych obiektow

o | & | & | & 0 R 4| 1 [ 1 E
Pl tm] | Im] | [m] | [kg/m’] | [m] [ [m]| [m] | [m] | [Pa] v

1 10.191/0.1590.016 | 7.85-10° 11
510203101471 0.028 [ 85.10° 0.0875|0.02 | 0.008 | 0.002 | 2.1-10""| 0.28

gdzie:

h to grubos¢ pierscienia wzdtuz promienia,
v to wspotczynnik Poissona.

W pierwszym etapie analizy numerycznej wyznaczono zastepcze gestosci masy p,
pierscieni modeli MES obiektéw. Zadowalajgce rezultaty uzyskano odpowiednio: dla
modelu MES obiektu nr 1 pZ=9.8-103|_kg/m3J oraz dla modelu MES obiektu nr 2

o =9.17-103|_kg/m3J. Nastepnie wyznaczone wartosci p, wykorzystano w rozwigzaniach
analitycznych rozwazanych uktadow. Podobnie wartosci wspotczynnikow k,, &, i kg

wyznaczono w symulacji numerycznej. Otrzymane w badaniach modelowych rezultaty
zamieszczono w tabeli 4.2.

Tab. 4.2 Wyniki symulacji numerycznych

n 2 3 4 5 6 7 8
Lp. kf kp ks
IN/m?] | [N/m?] | [N/m]
czestotliwosci wtasne rozwazanych modeli w, [Hz] (rozwigzania analityczne)
2.65-10° | 610" [3.6:10" | 8747 | 12939 | 17243 | 21582 | 25944 | 30328 | 34734
2 [1.210° | 610" [8.8510"| 7065 | 12189 | 17158 | 22033 | 26865 | 31682 | 36500
czestotliwosci wtasne rozwazanych modeli w, [Hz] (rozwigzania MES)
- - - 8903 | 13296 | 16796 | 20277 | 23931 | 27806 | 31898
- - - 7363.4 | 11786 | 15980 | 20439 | 25142 | 30012 | 34982
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Na rys. 4.1 pokazano trzy postacie drgan gietnych w pfaszczyznie, odnoszgce sie do
pierwszych trzech czestosci witasnych, wyznaczone na podstawie modelu MES obiektu
nr1.

Rys. 4.1. Postacie drgan wiasnych odnoszgce sie do czestosci: (a) w,, (b) ws, (C) w4

5. BADANIA EKSPERYMENTALNE

Badania eksperymentalne przeprowadzono na dwéch obiektach o geometrii jak na
rys. 3.1 i parametrach technicznych zamieszczonych w tabeli4.1. W pomiarach
wykorzystano system pomiarowy firmy LMS. Zestaw pomiarowy zawierat mtotek modalny
firmy PCB model 086C03, wyposazony w stalowg koncowke, czujnik przyspieszenia PCB
model 353B18, system archiwizacji danych LMS SCADA oraz modut pomiarowy typu
SCM-V4E, obstugiwany przez oprogramowanie LMS Test.Lab.

Rys. 5.1. Badania eksperymentalne

Eksperyment zaplanowano tak aby wzbudzi¢ i zidentyfikowaé czestos$ci wtasne oraz
odpowiadajgce im postacie drgan gietnych w ptaszczyznie. Kazdy z badanych obiektow
przymocowano potgczeniem sSrubowym do uktadu o znacznej masie i wymiarach
gabarytowych. Podczas eksperymentu, kazdy z obiektéw wzbudzano uderzeniem
miotkiem modalnym w ten sam punkt. Odpowiedz uktadu mierzono w 32 punktach
pomiarowych rowno rozmieszczonych na obwodzie kazdego obiektu. Wartosci
wzbudzonych i zidentyfikowanych czestotliwosci wtasnych zamieszczono w tabeli 5.1.
Wartosci te poréwnano z wynikami wygenerowanymi z modeli analitycznych i
numerycznych (tab. 4.2) rozwazanych obiektow. W tabeli 5.1 zamieszczono takze btedy
czestosci (zaleznos¢ (3.1)) odnoszace sie do zaproponowanych modeli obiektow. Na
rys. 5.2 pokazano trzy postacie drgan gietnych w pfaszczyznie, odnoszgce sie do
pierwszych trzech czestosci wtasnych, wyznaczone w eksperymencie pomiarowym dla
obiektu nr 1.



Tab. 5.1 Wyniki badan eksperymentalnych

n 2 3 4 5 6 7 8
Lp.
czestotliwosci wtasne rozwazanych obiektéow w, [Hz] (dane eksperymentalne)
1 8660 12943.8 16802.5 20618.1 25211.9 29550.6 34155.6
2 7207.5 11537.5 16058.8 20933.8 26278.8 31647.5 37106.3
btad czestosci ¢, [%] (poréwnanie wynikdéw rozwigzan analitycznych z danymi eksperymentalnymi)
1 1.01 -0.04 2.62 4.68 2.9 2.63 1.69
2 -1.98 5.65 6.84 5.25 2.23 0.11 -1.63
btad czestosci ¢, [%] (poréwnanie wynikdéw rozwigzan MES z danymi eksperymentalnymi)
1 2.81 2.72 -0.04 -1.65 -5.08 -5.9 -6.61
2.16 2.15 -0.49 -2.36 -4.33 -5.17 -5.73
a) e, R c)

Rys. 5.2. Postacie drgan wiasnych odnoszgce sie do czestosci: (a) w,, (b) ws, (C) w4

Otrzymane rezultaty sg zadowalajgce. W obydwu rozwazanych obiektach zauwaza sie, ze
lepsze dopasowanie do wynikédw badan eksperymentalnych wystepuje w przypadku
rezultatéw z modeli analitycznych.

4. UWAGI | WNIOSKI

W artykule analizowano drgania wiasne gietne w ptaszczyznie, uktadu sktadajgcego sie
z pierscienia kotowego, wspoétpracujgcego z tarczg traktowang jako podtoze sprezyste. W
pierwszej kolejnosci omoéwiono model analityczny uktadu, zawierajgcy zaproponowane
trzyparametrowe podtoze sprezyste typu Winklera. Nastepnie omoéwiono metodyke
budowy modeli MES tego typu uktadéw. Zaproponowane rozwigzania zweryfikowano
efektywnie eksperymentem pomiarowym, prowadzonym z wykorzystaniem dwdch
obiektbw o wustalonej geometrii. Z przeprowadzonych badan symulacyjnych i
doswiadczalnych wynika, ze zaproponowany trzyparametrowy model warstwy sprezystej
pozwala uzyskac¢ zadowalajgcg zgodnos¢ wynikdw z symulacji i eksperymentu w szerokim
zakresie czestotliwosci.
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