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NUMERYCZNE WYBRANE METODY WYZNACZANIA SLADU
WSPOLPRACY PRZEKLADNI ZEBATEJ NA PRZYKLADZIE PARY
STOZKOWEJ O KOLOWO-LUKOWEJ LINII ZEBA

Streszczenie: W artykule przedstawiono metody otrzymywania Sladu wspétpracy przektadni
zebatych, ktéry stanowi jeden z najwazniejszych wskaznikéw jakosci pracy przektadni.
Szczegotowo zaprezentowano metode uzyskiwania $ladu wspotpracy przektadni opartg
na wynikach obliczen numerycznych z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych (MES)
z zastosowaniem siatki odniesienia zdefiniowanej w modelu matematycznym generowania
uzebienia. Analizy wykonano dla przekfadni stozkowej o kotowej linii zeba. Rezultaty sladéw
styku otrzymano wg metody numerycznej oraz z modelu matematycznego poréwnano.

Stowa kluczowe: zebata stozkowa o kotowej linii zeba, slad wspétpracy.

THE NUMERICAL METHODS FOR DETERMINING OF THE GEAR
CONTACT PATTERN ON THE EXAMPLE OF THE SPIRAL BEVEL GEAR

Summary: This article presents the selected methods for obtaining the gears contact pattern,
which is one of the most important indicators of the quality of gear work. The method of
obtaining the gear contact pattern based on the results of the numerical computation FEM,
using a reference grid defined in the mathematical model to generate teeth, was presented in
details. Analyses were performed for the spiral bevel gear. The contact pattern results obtained
by the improved numerical methods and the mathematical model were compared.

Keywords: spiral bevel gear, contact pattern.

1. WPROWADZENIE

Przektadnie stosowane w lotnictwie ze wzgledu na warunki pracy tj.: wysokie
predkosci obwodowe i petne obcigzenie oraz wysokg zywotno$é, wymagajg spetnienia
szczegotowych zatozeh podczas etapu ich projektowania. W fazie wykonywania
prototypow i produkcji, spetnienie wymagan dotyczgcych niezawodnosci i jakosci pracy
przektadni, wigze sie z przeprowadzaniem wnikliwej Kkontroli geometrycznej i
metalograficznej elementéw skladowych przektadni oraz z sprawdzeniem jakosci
wspotpracy zazebienia [1]. Do oceny poprawnej wspétpracy przektadni zebatej brany jest
pod uwage S$lad wspotpracy oraz wykres nierownomiernosci ruchu. Dla przektadni
lotniczych podstawowym i najwazniejszym wskaznikiem jako$ci przektadni stozkowej, na
jakim skupiana jest uwaga w cyklu projektowania, jest $lad wspétpracy zazebienia. Slad
ten jest nastepnie kontrolowany w procesie produkcji.



2. METODY WYZNACZANIA SLADU

W literaturze wyrdznia sie nastepujgce pojecia dotyczgce okreslania kontaktu
zazebiajgcych sie kot przektadni: chwilowy oraz sumaryczny $lad styku. Slad styku, zwany
réwniez chwilowym $ladem styku, jest to powierzchnia na boku zeba, na ktérej dochodzi
do kontaktu ze wspoftpracujgcg powierzchnig drugiego zeba w danej chwili. Natomiast
sumaryczny slad styku, zwany takze Sladem wspoitpracy, jest sumg boolowskg Sladow
styku na powierzchni boku zeba otrzymanym podczas pracy przektadni [10].

Slady wspéipracy czy tez $lady styku dzieli sie na otrzymane bez obcigzenia
i z obcigzeniem, ktére nazywa sie odpowiednio analizg TCA (tooth contact analysis) oraz
LTCA (loaded tooth contact analysis) [2][3][4].

W literaturze znanych jest kilka metod otrzymywania $ladu wspétpracy, ktore
podzielono na:

1. Metoda analityczna (tylko w przypadku przektadni teoretycznych);

2. Metody numeryczne otrzymywane:

- poprzez rozwigzywanie uktadu réwnan styku powierzchni  wspétpracujgcych
(zapisanych w postaci rownania parametrycznego lub funkcji interpolowanej),

- w srodowisku CAD (powierzchnie z symulacji bezposredniej odwzorowania lub zadane
dyskretnie) przez wyznaczanie warstwic jednakowych odlegtosci miedzy
wspotpracujgcymi powierzchniami,

- za pomocg MES (okreslenie grubosci filmu olejowego - COPEN);

3. Metody doswiadczalne (rzeczywisty slad wspotpracy):

bez obcigzenia (maszyny kontrolne) - TCA,

z obcigzeniem (badania stanowiskowe przektadni) - LTCA.

W metodach numerycznych przestrzenng krzywg ograniczajgca $Slad styku mozna
wyznaczy¢é geometrycznie, wgtebiajgc powierzchnie wspotpracujgcych zebdw na
odlegtos¢ rowng odksztatceniu sprezystemu przy zadanej sile miedzyzebnej. Odlegtos¢ na
jakg wykonuje sie wgtebienie moze réwniez odpowiada¢ grubosci warstwy tuszu
przyjmowanego do sprawdzania styku przektadni na maszynach kontrolnych (testerkach).

powierzchnia
boczna zebnika
ptaszczyzna

N powierzchnia
osiowa T Zf boczna kota

Rys. 2.1. Sprzezenie powierzchni bocznych zebdw két walcowych o zebach $srubowych —
$lad styku [9]

Metoda analityczna ma zastosowanie w przypadku, gdy analizujemy przektadnie
teoretyczne o nieskomplikowanej geometrii np. przektadnia walcowa o zebach prostych
lub srubowych bez modyfikacji powierzchni zeba. W tym przypadku mozliwy jest zapis
powierzchni bocznych zebdow jako rownan matematycznych i wyznaczenie teoretycznych
Sladow styku w postaci linii lub punktu (przektadnie walcowe wichrowate) albo poprzez
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zagtebienie jednej powierzchni w drugg odwzorowujgcg odksztatcenie sprezyste
wystepujgce podczas rzeczywistej wspotpracy [9]. Na rys.2.1. przedstawiono Slad
wspotpracy dla przektadni walcowej o zebach Srubowych.

Metody numeryczne otrzymywania $ladu wspétpracy obejmujg przypadki, gdzie
powierzchnie boczne zebdow wspétpracujgcych definiowane sg w sposéb dyskretny.
To znaczy, ze powierzchnie boczne zebdéw okreslone sg na podstawie zbioru punktéow
otrzymanych jako rozwigzanie numeryczne uktadu réwnan nieliniowych precyzujgcych
geometrie powierzchni i warunek zazebienia przektadni technologicznej [7][9] lub jako
zbiér mikropowierzchni na modelu brytowym otrzymanym na drodze symulacji obrébki w
systemach CAD [5][6]. Metoda symulacji obrébki polega na odwzorowaniu kinematyki
rzeczywistego procesu nacinania na modelu narzedzia i obrabianego kota.

W metodzie numerycznej otrzymywania sladu wspétpracy, dla ktérej powierzchnie
boczne stanowig zbiér punktéw, konieczne jest rozpiecie powierzchni na tych punktach
z zastosowaniem interpolacji. W przypadku modelu matematycznego przektadni
konstrukcyjnej $lad styku stanowi rozwigzanie numeryczne ukfadu réwnan styku
powierzchni wspotpracujgcych (zapisanych w postaci rownania parametrycznego lub
funkcji interpolowanej). Sumaryczny slad styku to przestrzenna krzywa ograniczajgca
Slady styku. Na rys. 2.2. przedstawiono przyktadowy chwilowy $lad styku, natomiast na
rys. 2.3. sumaryczny slad styku otrzymany przez zrzutowanie na ptaszczyzne przekroju
osiowego kota chwilowych sladéw styku.
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Rys. 2.3. Slad wspétpracy na tle uproszczonego zarysu zeba kota [7]
3



o |

Rys. 2.4. Slad wspétpracy uzyskany na modelu brytowym (Inventor)[5]

Do otrzymania $ladu wspétpracy w modelu numerycznym przektadni ztozonego
w srodowisku CAD, konieczne jest odpowiednie przygotowanie modeli két, ktorych
powierzchnie boczne powinny by¢ gtadkie. Modele te sg wykonane metodg hybrydowa.
Poczatkowo powierzchnie wspétpracujgce zebdw zebnika i kota zestawione sg stycznie,
a nastepnie zebnik obraca sie wokot osi o kat powodujgcy przenikanie sie bryt kota
i zebnika. Korzystajgc z operacji iloczynu bryt otrzymuje sie chwilowy $lad styku
w kolejnych potozeniach zazebienia. Chwilowe S$lady styku przedstawione w jednym
ustalonym potozeniu definiujg $lad wspotpracy (rys. 2.4.).

W metodach CAD jak i matematycznych $lad wspotpracy jest okreslany dla
hipotetycznej absolutnie sztywnej i doktadnej przektadni, pracujgcej bez obcigzenia. Mimo
to, na modelu numerycznym przektadni mozna oceni¢ i skorygowac jakos¢ zazebienia,
zapewniajgc uzyskanie prawidtowego $ladu wspoétpracy, bez koniecznosci fizycznego
wykonywania uzebien. Skraca to czas przygotowania produkcji przez eliminacje
kilkakrotnego korygowania ustawien obrabiarki w oparciu o naciete i zmierzone kofa.

Do metod numerycznych stuzgcych do okreslenia sladu styku i Sladu wspotpracy
nalezy analiza zazebienia z wykorzystaniem MES. W programie Abaqus sg gotowe
narzedzia w postaci zmiennych: do okre$lania grubosci filmu olejowego COPEN
(odpowiednik grubosci tuszu) oraz CPRESS (czyli cisnienia na powierzchniach
kontaktowych), pozwalajgcg ustali¢, ktore wezty siatki elementédw skonczonych uzytych do
dyskretyzacji modeli pozostajg ze sobg w kontakcie. Na rysunku 2.5 zaprezentowano
chwilowy $lad styku przygotowany z zastosowaniem funkcji COPEN dla analizy TCA.
Rysunek 2.6 przedstawia wyniki sladu wspétpracy, dla analizy pod obcigzeniem roboczym
(LTCA).

COPEN

Rys. 2.5. Slad styku uzyskany bez obcigzenia przez symulacje wspdtpracy (Abaqus)
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Rys. 2.6. Sumaryczny $lad wspotpracy pod obcigzeniem uzyskany z wykorzystaniem
metody MES w programie Abaqus [8]

W trakcie produkcji két w celu zapewnienia wysokiej jakosci przektadni wielokrotnie
sprawdza sie slad wspétpracy na maszyna kontrolnych. Operacja kontroli polega na
wprawieniu w ruch obrotowy pod matym obcigzeniem zebnika, ktérego zeby zostaty
pokryte specjalnym tuszem, i sprawdzeniu $ladéw na zebach po przetoczeniu przektadni
(rys. 2.7). Dzieki mozliwosci wprowadzenia zmian potozenia két wg trzech wspétrzednych
na maszynie kontrolnej mozliwe jest znalezienie przyczyn nieprawidtowej wspétpracy,
a nawet ich usuniecie lub sprawdzenie wrazliwosci przekfadni na biedy montazu.
W podobny sposob przeprowadza sie analize s$ladu wspotpracy w trakcie montazu
przektadni zebatej, ktorej celem jest prawidtowa wspoétpraca przektadni.

Rys. 2.7. Weryfikacja sladu wspoétpracy na maszynie kontrolne;j

Najbardziej doktadng metodg okreslania sladu wspotpracy jest badanie przektadni
pod obcigzeniem na stanowisku do badan zmeczeniowych przekfadni (rys.2.8). Testujgc
przektadnie przy zadanych warunkach obcigzenia oprécz sSladu wspotpracy mozna
uzyskaé wiele innych istotnych parametréw pracy pary zebate;.



Rys. 2.8. Stanowisko do badan zmeczeniowych przektadni stozkowych TS30, m.in.
do wyznaczania rzeczywistego sladu wspotpracy (Politechnika Rzeszowska, Katedra
Konstrukcji Maszyn)

3. OTRZYMYWANIE SLADU WSPOLPRACY PRZEKLADNI )
Z WYKORZYSTANIEM MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO OBROBKI
KOL | PRZEKLADNI KONSTRUKCYJNEJ ORAZ ANALIZY

Do przeprowadzenia analizy zazebienia konieczne jest wyznaczenie powierzchni
wspotpracujgcych zebdw, ktoére uzyskuje sie w wyniku ztozonych metod obrébki.
W Katedrze Konstrukcji Maszyn Politechniki Rzeszowskiej opracowano metode
modelowania procesu obrobki kot stozkowych z wykorzystaniem modelu matematycznego
dyskretnego. Polega ona na odwzorowaniu geometrii i kinematyki procesu obrobki
uzebienia za pomocg zaleznosci matematycznych (metoda wektorowo-macierzowa), czyli
za pomocg modelu matematycznego nacinania powierzchni bocznej uzebienia. Ze
wzgledu na ztozonos$¢ procesu obrébki uzebienia powierzchnie boczne wkleste i wypukte
zebow uzyskuje sie jako rozwigzanie numeryczne uktadu réwnan nieliniowych w postaci
siatki punktéw, odpowiadajgce zadanej siatce odniesienia o okreslonych wymiarach (rys.
3.1). Wspotrzedne punktéow siatki odpowiadajg wspoétrzednym punktéw rozmieszczonych
na siatce odniesienia usytuowanej w przekroju osiowym nacinanego kofa w granicach
czynnej wysokosci zeba (rys. 3.2). Dzieki zastosowaniu siatki odniesienia otrzymuje sie
rownomiernie rozmieszczone punkty definiujgce powierzchnie. Na uzyskanym zbiorze
punktéw rozpinana jest powierzchnia przez zastosowanie interpolacji, ktéra postuzy
dalszej analizie w modelu matematycznym przektadni konstrukcyjne;.

Na podstawie warunku zazebienia, ktory méwi o roéwnosci wspdirzednych
odpowiadajgcych sobie punktow stycznosci w dowolnym uktadzie wspotrzednych S, oraz

o pokrywaniu sie jednostkowych wektoréw normalnych, wyznacza sie punkty styku
rozpoczynajac od punktu A" (rys. 3.1) znajdujgcego sie na powierzchni bocznej zebnika
powstajgcego z przeciecia walca tocznego z ptaszczyzng przechodzacg przez srodek
szerokosci wienca kota. Wykorzystujgc uzyskang Sciezke styku wyznacza sie chwilowe
Slady styku przez zagtebianie sie powierzchni bocznej zebnika o statg dla kazdego
przypadku warto$¢ stanowigcg zatozong grubos¢ warstwy tuszu. Rzutujgc chwilowe Slady
styku w ustalonym potozeniu zeba otrzymujemy slad wspétpracy, ktérego wielko$¢, ksztatt
i potozenie podlega ocenie.



Rys. 3.2. Siatka punktéw definiujgca powierzchnie boku zeba kota w oparciu o siatke
odniesienia (model matematyczny)

Do przeprowadzenia analizy zazebienia z wykorzystaniem MES konieczne jest
wykonanie modeli kot i ich ztozenie w przektadnie. Geometria otoczki kota stozkowego jest
niezbedna do okreslenia jego bryly bazowej, natomiast istotny element modelu kota
zebatego o kotowo-tukowej linii stanowi powierzchnia wrebu, uzyskana z modelu
matematycznego nacinania uzebienia. Zatem na podstawie obliczonych parametrow
geometryczne przektadni i wyznaczonych powierzchni wrebu wykonano i przygotowano
modele CAD kot zebatych analizowanej przektadni stozkowej. Modele te posiadaty
specjalnie zageszczong siatke elementéw skonczonych w kluczowych dla obliczen
obszarach. Na ich podstawie zostaty przeprowadzone obliczenia numeryczne MES
przektadni stozkowej w programie Abaqus. Zaréwno obroét jak i obcigzenie zostaty tak
zdefiniowane, by zapewni¢ wspdtprace koét, z zachowaniem zgodnych z rzeczywistymi
warunkéw pracy. Przesledzono wspétprace kilku kolejnych par zebdéw két przektadni
stozkowej. Przy pomocy funkcji COPEN wygenerowano chwilowe i sumaryczne slady
styku, ktore przedstawiono na rys. 2.5 oraz 2.6. Ocena wizualna uzyskanych Sladéw jest
mozliwa, natomiast do oceny ilosciowej wykorzystano siatke odniesienia wprowadzong dla
modelu matematycznego nacinania uzebienia (rys. 3.3).



Rys. 3.3. Siatka punktéw wprowadzona na powierzchni boku zeba kota z wykorzystaniem
siatki odniesienia modelu matematycznego (model do analiz MES)

Wykorzystujgc dane uzyskane na temat potozenia poszczegdinych wezidw na
powierzchniach bocznych wspétpracujgcych zebdw, okreslono wartosci odlegtosci
wspotpracujgcych powierzchni zebdéw. Ustalono dla odlegtosci okreslony prég, w tym
przypadku 0,02mm. Dla wartosci wiekszych przypisywano wartos¢ statg referencyjna.
Na podstawie przedstawionej analizy uzyskano wykresy chwilowych $ladow styku
i sumarycznego $ladu styku.

4. ANALIZA WYNIKOW

Na podstawie obliczen technologicznych dla danej geometrii cztonéw przektadni w
oparciu o model matematyczny przektadni technologicznej otrzymano powierzchnie
boczne kota i zebnika. Modele numeryczne powierzchni zebdw zastosowano do
wykonania hybrydowych modeli zebnika i1 kota, nastepnie ustawiano w parze
konstrukcyjnej i sprawdzano jako$¢ wspotpracy kot, ktdrej wskaznikiem jest sumaryczny
Slad wspétpracy.

Na podstawie otrzymanych modeli k&t i wynikéw wspdtpracy przektadni pod
obcigzeniem z programu Abaqus uzyskano nastepujgce wyniki Sladéw, ktére
przedstawiono na ponizszych wykresach (rys. 4.1, rys. 4.2). Otrzymano rdéwniez
sumaryczny $lad styku z modelu matematycznego przektadni konstrukcyjnej (rys. 4.3).

Rys. 4.1. Chwilowe $lady styku uzyskane w kolejnych krokach iteracyjnych
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Rys. 4.2. Sumaryczny slad styku uzyskany z analizy odlegtosci weztéw
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Rys. 4.3. Sumaryczny $lad styku uzyskany z modelu matematycznego (TCA)

Przedstawiona metoda otrzymywania $ladu wspétpracy na podstawie analizy

przenikania weztéw modeli podczas analizy z obcigzeniem jest metodg doktadniejszg niz
okreslenie $ladu styku bez obcigzenia przektadni. Slad styku rozszerza sie co jest
zjawiskiem naturalnym, poza tym przesuwa sie delikatnie w kierunku duzych modutéw,
z powodu ugiecia zeba.

4. WNIOSKI

Na podstawie doswiadczenia i przeanalizowanych przypadkéw, ktérych niewielkg

czes¢ przedstawiono w artykule wyciggnieto nastepujgce wnioski:

1.

Wyznaczenie chwilowych $ladéw wspdtpracy jest niezbedne dla poprawnego
zaprojektowania przektadani stozkowej. Ich lokalizacja na boku zeba, rozmiar i
trajektoria, po ktérej zmieniajg swoje potozenie sg waznym wskaznikiem moéwigcym o
charakterze pracy projektowanej przektadni stozkowej. Na podstawie ksztattu
sumarycznego sladu wspotpracy, konstruktor wycigga wnioski dotyczgce jakosci
przektadni, dlatego tez jest to jedno z wazniejszych zadan w procesie projektowania
przektadni stozkowych.

W postprocesorze programu Abaqus mozliwe jest wyznaczenie sumarycznych
Sladéw wspétpracy dla modeli obydwu wspétpracujgcych kot zebatych.

Dzieki zastosowaniu siatki odniesienia, mozna precyzyjnie porownac¢ wyniki
otrzymane na podstawie dwoéch metod matematycznej i z zastosowaniem analizy
MES. Ta weryfikacja nie jest tyko wizualna, ale dotyczy konkretnych weztéw, ktérych
poftozenie jest znane i mozna je konkretnie okresli¢ w dowolnym potozeniu za
pomocg wspotrzednych punktéw charakterystycznych, ktére odpowiadajg weztom
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siatki modelu dyskretnego zaréwno na modelu matematycznym numerycznym jak i
wirtualnym.

Przedstawiona metoda otrzymywania $ladu wspétpracy na podstawie analizy
przenikania weztbw modeli podczas analizy z obcigzeniem (LTCA) jest metodag
doktadniejszg niz okreslenie sladu styku bez obcigzenia przektadni (TCA). Eliminuje
btedy wynikajgce z uginania i skrecania zebéw podczas wspotpracy.

Badania realizowane w ramach Projektu "Nowoczesne technologie materiatowe
stosowane w przemysle lotniczym”, Nr POIG.01.01.02-00-015/08-00 w Programie
Operacyjnym Innowacyjna Gospodarka (PO IG). Projekt wspotfinansowany przez Unie
Europejskg ze srodkow Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego.
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