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ANALITYCZNO-NUMERYCZNE OBLICZENIA WYTRZYMALOSCIOWE
KOL ZEBATYCH LOTNICZEJ PRZEKLADNI STOZKOWEJ

Streszczenie: W niniejszym opracowaniu przedstawione zostaly analityczne i numeryczne
metody projektowania zebatej przektadni stozkowej o kotowej linii zeba. W pierwszej czesci
artykutu  zaprezentowano metodyke postepowania przy analitycznych obliczeniach
geometrycznych i wytrzymatosciowych przeprowadzanych w oparciu o normy ISO. Nastepnie
omoéwiono sposéb przygotowania i przeprowadzania analizy numerycznej z wykorzystaniem
metody MES, w programie Abaqus. Poréwnanie i analiza wynikow z obydwu metod pozwolity
oceni¢ ich poprawnos¢ i uzasadni¢ stosowanie metody elementéw skonczonych przy
projektowaniu. Jako model do analizy wybrano zebatg przektadnie stozkowa bedgca
kluczowym elementem napedu silnika lotniczego.

Stowa kluczowe: zebata przekfadnia stozkowa, MES, obliczenia wytrzymatosciowe

THE ANALYTICAL AND NUMERICAL STRENGTH CALCULATION
OF AVIATION SPIRAL BEVEL GEARS

Summary: In this paper are presented the analytical and numerical methods of designing spiral
bevel gear. The first part of the article presents the methodology of the analytical calculation
of geometry and strength carried out on the basis of ISO standards. The article also discusses
how to prepare and carry out numerical analysis using FEM method, in the Abaqus program.
The comparison and the analysis of the results from both methods allowed to assess their
correctness and justify the application of the finite element method in the designing. As the
analysis model a spiral bevel gear has been selected, which is a key component of an aircraft
engine.

Keywords: spiral bevel gear, FEM, strength calculations

1. WPROWADZENIE

Projektowanie przekfadni stozkowych, jest procesem skomplikowanym, w ktérym
nalezy uwzgledni¢ wiele czynnikow wptywajgcych na ostateczny ksztatt i witasciwosci
wspotpracujgcych kot zebatych. Obliczenia przeprowadza sie z wykorzystaniem ogolnej
wiedzy z zakresu konstrukcji maszyn, materiatoznawstwa, czy wytrzymatosci, jednak takze
w oparciu o doswiadczenie konstruktorow, bedacych specjalistami w okreslonych
dziedzinach techniki. Ujednolicona metodyka przeprowadzania obliczeh geometrii kot
zebatych przektadni stozkowych oraz ich wytrzymatosci wtasciwa do projektowania tego
typu przektadni przedstawiona jest w odpowiednich normach. Jednak ze wzgledu na
ztozono$¢ zagadnienia i pewne ograniczenia w ich stosowaniu, obliczenia powinny byé
przeprowadzane przez doswiadczonego konstruktora przektadni zebatych, ktory jest
w stanie ustali¢ wtasciwe wartosci przyjmowanych wspotczynnikdw.

Nowoczesne programy komputerowe pomagajg inzynierom Ww rozwigzywaniu
skomplikowanych zadan obliczeniowych, ktérych czesto nie mozna rozwigzaé w sposob



analityczny lub obliczenia trwaty by bardzo dtugo. Programy te oparte sg na zasadach
obowigzujgcych w obliczeniowych metodach dyskretnych, a jedng z najczesciej
stosowanych jest metoda elementéw skonczonych (MES). Metoda ta znana juz od wielu lat
jako metoda analityczna, stata sie bardzo popularna od czasu opracowania model
obliczeniowych pozwalajgcych przenies¢ jg na komputery osobiste. Znacznie przyspieszyto
to prace projektowe i czesciowo zastgpito skomplikowane i kosztowne badania
eksperymentalne, jednak, otrzymane w metodzie MES rozwigzania, nalezy poddac
weryfikacji przy pomocy innych technik obliczeniowych lub doswiadczen [1], [14], [15].
W niniejszym opracowaniu zaprezentowano wyniki obliczen geometrycznych
i wytrzymatosciowych zebatej przektadni stozkowej w oparciu o normy ISO.
Zaprezentowano rowniez sposob przygotowania modeli obliczeniowych do analizy
numerycznej wykorzystujgcej metode MES w programie Abaqus. Przedstawione zostaty
takze wyniki obliczen numerycznych dotyczgce analizowanej przektadni stozkowe;.
Ostatecznie dokonano zestawienia wynikdw otrzymanych w  obliczeniach
przeprowadzonych zgodnie z normami ISO z odpowiadajgcymi im rozwigzaniami
uzyskanymi z zastosowaniem metody MES. Poréwnanie i analiza wynikéw z obydwu
metod pozwolita oceni¢ ich poprawnos¢ i uzasadni¢ stosowanie metody elementéw
skonczonych przy projektowaniu két zebatych przektadni stozkowe;j.

2. OBLICZENIA NA PODSTAWIE NORM ISO

Tematyke zwigzang z zebatymi przekfadniami stozkowymi opisuje norma ISO
10300:2001 ,,Obliczanie nosnosci kot zebatych stozkowych” (,Calculation of load capacity
of bevel gears”), ktora sktada sie z trzech arkuszy [4], [5], [6]. Nie wszystkie jednak
problemy konstrukcyjne dotyczgce konstrukcji kot zebatych stozkowych znajdujg w niegj
odniesienie. Nalezy réwniez korzysta¢é z innych norm dotyczgcych ko6t zebatych,
a projektowanie powinno takze przestrzega¢ ogdlnych zasad stosowanych w budowie
maszyn [8], [15], [16].

Metodyka obliczen  wytrzymatosciowych  zebatych  przektadni  stozkowych
przedstawiona w ISO 10300 jest bardzo rozbudowana, w kompleksowy sposob traktujgca
kolejne kroki projektowe. Pozwala jednak na bardzo elastyczne podejscie do obliczen
na kazdym ich etapie.

W dalszej czesci artykutu zaprezentowano, ze wzgledu na obszernos¢ tematu, jedynie
ogolny schemat przeprowadzonych obliczen parametréw geometrycznych oraz
wytrzymatosciowych zalecany podczas projektowania zebatej przekfadni stozkowe;.
Obliczenia geometrii wykonano w oparciu o norme ISO 23509 ,Geometria stozkowych
i hipoidalnych kot zebatych”, dla nastepujgcych danych wejsciowych:

Dane podstawowe

Liczba zebdw zebnika z1 = 61

Liczba zebdw kota z; = 59

Modut czotowy m = 1,954 [mm]
Kat skrzyzowania osi 2 = 70[7
Przesuniecie hipoidalne a = 0[mm]
Szeroko$¢ wienca zebatego b = 13,665 [mm]
Kat przyporu w ptaszczyznie czotowej a, = 20][°]

Kat pochylenia linii zeba zebnika na srodku wienca PBm1 = 35][°]
Przetozenie u = 0,967

Podstawowe parametry geometryczne dla stozka podziatowego przektadni stozkowe;j
mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoréw podanych w punkcie 6 normy ISO 23509. Norma



przewiduje cztery metody postepowania oznaczone numerami od 0 do 3, w zaleznosci od
posiadanych danych wejsciowych i oczekiwanych wynikéw. Algorytm postepowania
podczas przeprowadzania obliczeh zalecany przez norme ISO 23509 zaprezentowany
zostat na rysunku 2.1.
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Rys. 2.1 Przebieg obliczen przektadni stozkowej wedtug 1ISO 23509 [3]

Dla przyjetych danych wejsciowych oraz zgodnie z prezentowanym w normie 1SO
23509 schematem postepowania, przeprowadzono obliczenia analityczne wymiarow
geometrycznych przektadni stozkowej. W ich wyniku otrzymano kompletng liste
parametrow konstrukcyjnych wiencow obydwu két, niezbedng zaréwno dla dalszych
obliczen wytrzymatosciowych jak i do budowania modelu wirtualnego analizowanej

przektadni stozkowej. Wybrane parametry geometryczne oznaczone zgodnie
z wytycznymi normy 1ISO 23509 zostaty zaprezentowane w tabeli 2.1.
Tab. 2.1 Wybrane parametry geometryczne analizowanej przektadni stozkowe;j
Nazwa Description of term Ozna- | Wartos¢/
czenie |Jednostka
Kat pochylenia linii zeba na srodku wiernica | Mean spiral angle of pinion | Bm1= Bm2 35[°]
Kat stozka podziatowego zebnika Pinion pitch angle 04 35,669[°]
Kat stozka podziatowego kota Wheel pitch angle 02 34,331[]
Modut czotowy na srodku wienca zebatego Mean transvere module Mmt 2[mm]
Modut normalny na srodku wienca zebatego Mean normal module Mpn 1,6[mm]
Srednica podziat. zebnika na $rodku wiefica | Pinion mean pitch diameter dm1 119,18[mm]
Srednica podziatowa kota na $rodku wienica | Wheel mean pitch diameter dmz  |115,27[mm]
Dtugos¢ tworzgcej na srodku wienca zebnika | Pinion mean cone distance R 102,2[mm]
Diugos¢ tworzgcej na srodku wienca kota Wheel mean cone distance Rm2 102,2[mm]

Obliczenia wytrzymatosciowe analizowanej przektadni stozkowej przeprowadzono
wedtug zalecen i wzorow podanych w normie ISO 10300. Kluczowymi problemami do
rozwigzania sg: wyznaczenie naprezen zginajacych u podstawy zeba dla kota zebatego
i zebnika oraz okreslenie poziomu naprezen stykowych na powierzchniach bocznych



wspoétpracujgcych zebdw. W obliczeniach, nalezy uwzgledni¢ duzg liczbe wspoétczynnikéw
oraz wyznaczy¢ lub przyjaé wiele parametréw pomocniczych. Przez co obliczenia przektadni
stozkowej stajg sie procesem dtugotrwatym i skomplikowanym.

Ponizej zaprezentowano wyniki obliczeh wytrzymatosciowych dla analizowanej
przekfadni stozkowej. Gtéwny tok obliczen, przeprowadzony zostat zgodnie z zaleceniami
normy ISO 10300, jednak czes¢ wspotczynnikdow nalezy wyznaczy¢ w oparciu o inne normy
dotyczgce konstrukcji i wytrzymatosci kot zebatych walcowych. Wykorzystano takze normy:
PN-ISO 1328-1:2000 - ,Przektadnie zebate walcowe. Doktadnosé wykonania wedtug ISO”
[11] oraz PN-ISO 6336-1:2000 — ,Przekfadnie zebate walcowe. Obliczanie nosnosci kot
[12]. Poza przyjetymi wczesnie danymi wejsciowymi, do analizy przyjeto dodatkowo
obcigzenie momentem obrotowym o warto$ci TL=340 [Nm] oraz predkos$¢ obrotowg zebnika
rowng Rpn=18630 [obr/min]. W tabeli 2.2 przedstawiono obliczone analitycznie wartosci
naprezen, ktére zostang poréwnane z wynikami otrzymanymi z wykorzystaniem metody
MES.

Tab. 2.2 Wybrane wyniki obliczeh wytrzymatosciowych analizowanej przektadni stozkowe;j

Nazwa Oznaczenie Wartosé/

Jednostka
Dopuszczalne naprezenia kontaktowe Oup 1426 [MPa]
Obliczeniowe naprezenia kontaktowe OH 1020 [MPa]
Dopuszczalne naprezenia zginajgce u podstawy zeba zebnika OFp 938 [MPa]
Obliczeniowe naprezenie zginajgce u podstawy zeba zebnika OF 888 [MPa]
Dopuszczalne naprezenia zginajgce u podstawy zeba kota OFp 1033 [MPa]
Obliczeniowe naprezenie zginajgce u podstawy zeba kofa OF 785 [MPa]

Otrzymane wyniki naprezen, mieszczace sie w dopuszczalnym zakresie, pozwalajg
oceni¢ wyznaczong geometrie przektadni stozkowej jako poprawng i dajg podstawe
do wykonania modeli wirtualnych. Modele tréjwymiarowe, két analizowanej przektadni,
zostaty przygotowane w programie CATIA, na podstawie geometrii obliczonej bezposrednio
z norm oraz wygenerowanych powierzchni bocznych zebéw z modelu numerycznego [7],
[10].

3. MODEL OBLICZENIOWY MES

W analizowanym przypadku, wstepnie wykonano petne modele két zebatych,
a nastepnie przycieto je, ograniczajgc kazde z két przektadni stozkowej jedynie do 7 zebdw.
Tak przygotowane modele zaimportowano do programu Abaqus w postaci plikow
Parasolid *.x_t. Ograniczenie geometryczne kot pozwolito na zmniejszenie liczby elementéw
skonczonych uzytych w procesie ich dyskretyzacji, nie wptywato natomiast na poprawnos¢
wynikow [2], [9]. Widok okna programu Abaqus z modelami kot przekitadni stozkowej
przygotowanym do obliczen przedstawiony zostat na rys. 3.1.

Poniewaz oczekiwano mozliwie doktadnych wynikéw w zakresie naprezen stykowych
na powierzchniach bocznych zebdw oraz naprezen zginajgcych u jego podstawy, w tych
obszarach przyjeto znacznie wiekszg gesto$¢ utworzonej siatki elementéw skonczonych.
Wyraznie widoczne zageszczenie siatki elementow skohczonych mozna zaobserwowac
narys.3.1.

Aby przesledzi¢ wspotprace kilku kolejnych par zebdéw obydwu két przektadni
stozkowej, zadano obrét zebnika o kat 30°. Obcigzenie przekiadni, przyjeto takie samo jak
we wczesniej przeprowadzonych obliczeniach na podstawie norm ISO, wynoszace
340[Nm]. Zaréwno obrét jak i obcigzenie zostaty tak zdefiniowane, by zapewni¢ wspoétprace
kot, z zachowaniem zgodnych z rzeczywistymi warunkéw pracy. Takze wiasciwosci
materiatowe przyjeto odpowiadajgce wczesniej przyjetym w obliczeniach analitycznych.



Cato$¢ zadania podzielona zostata na sto krokéw obliczeniowych co zapewnito precyzyjne
wyznaczenie wynikéw na dowolnym etapie zazebienia dla kilku srodkowych par zebow.
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Rys. 3.1 Widok okna programu Abaqus z modelami kot zebatych przektadni stozkowej

W  wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymano rozwigzania dla wszystkich
zatozonych krokdéw obliczeniowych. Odrzucono jednak z dalszej analizy wyniki dotyczace
poczgtkowego i koncowego etapu obliczen, gdyz ze wzgledu na ograniczenie geometryczne
modeli mogty one wptyngé na poprawng wspotprace zebdw két. Uzyskane wyniki obliczen
MES, w postprocesorze programu Abaqus, mozna przeglada¢ i analizowa¢ w formie
graficznej jako rozktady naprezen na modelach, w formie wykreséw oraz postaci tekstowe;.

3.1. WYNIKI OBLICZEN MES - NAPREZENIA STYKOWE

Obserwujgc wspotprace kot, mozna zauwazyc, ze gtdwnie zachodzi wspotpraca trzech
par zebdéw obydwu két, jednak wystepuje réwniez przypér dwuparowy. Rysunek 3.2
przedstawia rozkfady naprezen zredukowanych na modelach zebnika i kota zebatego
wiasnie dla przyporu trzyparowego.
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Rys. 3.2 Naprezenia zredukowane w zazebieniu trzyparowym dla: a) zebnika, b) kota

Warto$ci naprezen stykowych na boku zeba zebnika nie osiggnety poziomu
1300[MPa], wiec sg nizsze od wyznaczonych wczesniej analitycznie, odpowiadajgcych im
wartosci dopuszczalnych. Wartosci uzyskane z wykorzystaniem obliczen MES rdznig sie
nieznacznie od tych otrzymanych w wyniku obliczen na podstawie normy ISO 10300:2001,
jednak réznice nie przekraczajg 10%.

3.2. WYNIKI OBLICZEN - NAPREZENIA ZGINAJACE U PODSTAWY ZEBA

Kolejnym z rezultatdw jakie mozna uzyskaé, na podstawie przeprowadzonych
w programie Abaqus, obliczen numerycznych MES sg wartoSci naprezen zginajgcych
u podstawy zeba. Wyniki obliczen MES wykazaty, ze obszary podwyzszonych naprezen
zginajgcych zlokalizowane sg u podstawy wspotpracujgcych zebow zebnika i kota zebatego,
po stronie przeciwnej zeba niz dziatajgce na niego obcigzenie. Lokalizacje oraz poziom
naprezen zginajgcych mozna obserwowac i wizualnie oceni¢ bezposrednio na modelach kot
zebatych, jednak taka ocena nie jest wystarczajgco doktadna.

Otrzymane rozktady naprezen na modelach obliczeniowych pozwolity jednak znalez¢
wezty siatki, w ktorych wartosci tych naprezen osiggajg najwyzsze wartosci. U podstawy
kazdego z zebow obydwu kot okreslono po jednym takim punkcie, a nastepnie utworzono
dla nich wykresy zmiany naprezen w czasie pracy przektadni.

Na rysunku 3.3 zaprezentowano wykres wartosci naprezen zginajgcych u podstawy
zeba zebnika oraz analogiczny wykres dotyczgcy kota zebatego. Na osi rzednych
oznaczono numery kolejnych krokéw czasowych obliczen, natomiast na osi odcietych
wartosci naprezen w [MPa]. Wykresy ograniczono jedynie do kilku zebdw, dla ktorych
uzyskano powtarzalny, charakterystyczny przebieg.
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Rys. 3.3 Wykresy naprezen zredukowanych u podstawy zebow: a) kota zebatego, b) zebnika

W przypadku zebnika, naprezenia zginajgce u podstawy zeba osiggajg znacznie
wyzsze wartosci niz analogiczne naprezenia dla wspotpracujgcego z nim kota zebatego.
Takze dla zebnika, poziom wysokich wartosci naprezen utrzymuje sie dtuzej tworzac
wyptaszczenie na wierzchotku wykresu dotyczgcego kazdego z zebdw. Rézny ksztait
wykresow, jest konsekwencjg wymiardw geometrycznych wiencow két zebatych, a takze
odmiennego sposobu obcigzania zebow kazdego z nich. W przektadniach zebatych



stozkowych o kotowo-tukowej linii zeba, zgb zebnika wspdtpracuje swojg wklestg strong
z wypukig strong zeba kota. Ze wzgledu na fakt, ze zagb nie jest symetryczny, takze i skutki
dziatania tego samego obcigzenia dla kota zebatego i zebnika nie bedg takie same

4. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

W niniejszym opracowaniu zaprezentowano poréwnanie wynikdéw obliczen przektadni
stozkowych przeprowadzanych w oparciu o normy ISO, z rozwigzaniami uzyskanymi
na podstawie obliczen numerycznych z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych.
Obliczenia dotyczgce geometrii kot zebatych przeprowadzone zgodnie z wytycznymi normy
ISO 23509, pozwolity na zbudowanie modeli wirtualnych uzytych nastepnie w programie
Abaqus. Zadania dotyczgce sprawdzenia wytrzymatosci przektadni stozkowej rozwigzano
analitycznie zgodnie z procedurami opisanymi w normie ISO 10300. Obszernos¢
omawianych norm oraz duza liczba wspoétczynnikéw ktore nalezy przyjg¢ w trakcie obliczen
przekfadni stozkowej mogg byc¢ ktopotliwe, a otrzymane wyniki nie dajg petnych odpowiedzi
co do charakteru wspotpracy i trwatosci két przektadni stozkowej. Dlatego w kolejnej czesci
pracy przedstawione zostaty obliczenia numeryczne przektadni stozkowej przeprowadzone
z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych dajgce petniejszy obraz odnosnie
rozktadu naprezen i ich wartosci w poszczegdlnych fragmentach két oraz pozwalajgce
na przesledzenie zmian obcigzenia w sposob dynamiczny w trakcie wspotpracy koét.

Ze wzgledu na obszerno$¢ tematu, w niniejszym opracowaniu skupiono sie
na wyznaczeniu i poréwnaniu jedynie wybranych wynikéw, uzyskanych metodg analityczng
i numeryczng. Ocenie poddano naprezenia stykowe na bokach wspotpracujgcych zebow kot
przektadni stozkowej oraz naprezeniach zginajgcych u podstawy zeba.

W zakresie naprezen stykowych na boku zeba otrzymane obydwiema metodami wyniki
nie réznity sie znaczgco. Poniewaz w przypadku obliczen MES istnieje mozliwo$¢ okreslenia
wielu wartosci naprezeh stykowych odpowiadajgcych réznym etapom wspotpracy zebdw,
wiec jako wartos¢ wynikowg do poréwnania przyjeto najwyzszy zanotowany poziom
naprezen, ktory wystgpit podczas wspodtpracy dwuparowej i wynidst dla zebnika 1292 [MPal],
a dla kota 1237 [MPa]. Odczytane wartosci sg bliskie do uzyskanych w wyniku obliczen
analitycznych, co moze potwierdza¢ duzg doktadno$¢ wykonania modeli i staranne
przygotowanie obliczen numerycznych.

Maksymalne naprezenia zginajgce u podstawy zeba w metodzie MES odczytywano,
w postprocesorze programu Abaqus, bezposrednio na modelach ko6t zebatych oraz
na podstawie utworzonych wykreséw obcigzenia zebéw. Zauwazono znaczne
podobienstwo, w wielkosciach maksymalnych naprezen dla obydwu metod obliczeniowych.
Dla zebnika maksymalne wartosci osiggajg poziom 904,38 [MPa] chociaz dla wiekszosci
zebdw utrzymujg sie ponizej 900[MPa], przy obliczonej wedtug norm ISO odpowiadajgcej
im wartosci 888,45[MPa]. W przypadku dla kofta zebatego, uzyskane w metodzie MES,
naprezenia zginajgce u podstawy zeba wynoszg 608,43 [MPa], przy wczesnie obliczonej
analitycznie wielkosci 784,65 [MPa]. Tak wiec dla kota zebatego réznica wynikéw
uzyskanych obydwoma metodami jest najwieksza i wynosi 22%. Jak mozna zauwazy¢ dla
obydwu kot analizowanej przektadni stozkowej, w wyniku obliczeh analitycznych otrzymano
wyzsze wartosci. Nalezy jednak zauwazy¢, ze takze wspomniana norma przyjmuje pewne
uproszczenia i wprowadza wspoétczynniki korekcyjne w obliczeniach naprezen zginajgcych
u podstawy. Norma ISO 10300-3 przewiduje jedynie obcigzenie statego przekroju zeba
momentem od nominalnej sity oowodowej Ft na ramieniu hga, natomiast model numeryczny
uwzglednia zmiane ksztattu zeba wzdiuz jego dlugosci oraz znacznie bardziej ztozony
charakter obcigzania.

Poréwnanie otrzymanych obydwoma metodami wynikow obliczen, a takze analiza
rozkladow naprezen na modelach kot pozwala oceni¢ analizowang przekfadnie jako
poprawnie zaprojektowang i spetniajgcg wstepnie przyjete zatozenia.
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