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Tomasz MAZUR

ANALITYCZNE ROZWI AZANIE ZADANIA ODWROTNEGO KINEMATYKI
DLA MANIPULATORA ROBOTA GMF S-420F

W pracy wyprowadzono analityczne zalesci do obliczé wspoétrzdnych konfiguracyjnych dla sgeo-
osiowego manipulatora robota przemystowego GMF @420 rozwizania zastosowano notadpenavita —
Hartenberga i przeksztalcenia kinematyki pozycyjrggmieszczono wyniki przykladowych obli¢zevspot-
rzednych konfiguracyjnych a ich poprawdto wykazano przez poréwnanie z rzeczywistymi waigimi uzy-
skanymi z kontrolera robota.

ANALYTICAL SOLUTION OF INVERSE KINEMATICS
FOR MANIPULATOR OF GMF S-420F ROBOT

In this paper the analytical formulae for calculgtiof configuration coordinates for 6-axis manipoiaof
GMF S-420F industrial robot are given. To solve Erél notation and transformations of positionalddamatics
are used. The paper presents the results of saralglelations of configuration coordinates. Accurafythese
calculations is demonstrated by comparison witheitteal values obtained from the robot controller

1. WSTEP

Przy programowaniu robota jednym zamgejszych zagadnigjest prawidtowy dobér uktadu wspoédnych
pracy, umiegtnos¢ jego zdefiniowania np. w zwiku z zastosowanym nadziem, ksztattem przedmiotu
a w wielu przypadkach znajorto zwiazkéw pomedzy istniepcymi uktadami wspétrgdnych w postaci za-
leznosci analitycznych.

Sterowanie manipulatorem robota Fanuc S-420Bci@ej potozeniem i orientag uktadu wspotrzdnych
w punkcie referencyjnym nagdzia TCP, ktory dom§nie zlokalizowany jest na czole ki manipulatora)
odbywa st w dwoch podstawowych uktadach wspéttmych:

JOINT - potaenie punktu charakterystycznego wynika z dodatnieoujemnego obrotu kdej z széciu
osi manipulatora J1+J6, czyli od waitokatow (ay, ... 0).

WORLD - pota@enie punktu charakterystycznego dlag wspohrzdne X, Y, Z wzglkdem pocatku tego
ukladu a orientagjuktadu lokalnego zwzanego z punktem charakterystycznystyRyaw / Pitch / Roll (W, P,

R) obrotéw wzgédem tych osi.

Z wartcsci katow (a1, ... ag) jednoznacznie wynikajwartcci X, Y, Z, W, P, R odpowiadajce danemu
potozeniu punktu a znalezienie ogdinych zalesci (zwiazkow geometrycznychX = f(ay, ... ag), Y="1(a1, ...
), Z=1(n, ... ae), W="f(ay, ... ae), P=f(an, ... &), R=1(an, ... as) wymagato rozwjzania zadania prostego
kinematyki pozycyjnej dla manipulatora np. przy wykystaniu notacji Denavita — Hartenberga (not&xjd)
[1]. Rozwiazanie zadania odwrotnego kinematyki dla manipuéatupiera s na zatgeniach przytych jak do
wlasnego rozwizania zadania prostego kinematyki i otrzymane wapao nie zwizki matematyczne [2].
Uzyskanie tego rozwkania w postaci jawnej jest zdecydowanie trudnejdake ze wzgidu na przegubowe
pofaczenie osi obrotowych J2 i J3 czworobokiem przeguioo) i niejednoznaczne ze wadu na wielokrotnéc
rozwiazan, gdyz dla jednego zestawu wspd&idnych WORLD K, Y, Z, W, P, R) moze istni€ niekoniecznie
jedno, lecz kilka lub nieskmzenie wiele rozwizan (ay, ... as) w ukladzie JOINT. Rozweanie zadania od-
wrotnego kinematyki jest bardziej wastdiowe m. in. znajom&@ wszystkich istnigjcych rozwhzan pozwala
optymalizow& potozenia kytowe osi manipulatora np. ze wgdu na zuaycie energii albo czas, w projektowaniu
procesu technologicznego.

Docelowo rozwizanie odwrotne (podobnie jak wéméej rozwhzanie zadania prostego) w postaci anali-
tycznej zostanie zaimplementowane do modelu maaipd wykonanego w programie Solidworks i uiiva
programowanie off-line przemieszézgeometrycznych z rownoczeswizualizacyh wspohrzdnych w uktadach
WORLD i JOINT, niezalenie od maliwosci jakie stwarzaj w tym zakresie programy typu Roboguide czy
RoboCad (kontroler R-H robota nie ugiwia programowania off-line [3]).
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2. WYZNACZENIE ANALITYCZNEJ ZALE ZNOSCI WSPOLRZEDNYCH WORLD
OD WSPOLRZEDNYCH JOINT

2.1. Zal@enia do rozwhzania

Do wyznaczenia zam@osci (a, ... as) od wartgci X, Y, Z, W, P, R w postaci jawnej wykorzystano uzyskany
do rozwhzania zadania prostego kinematyki manipulatora mahéinematyczny manipulatora (rys.1) i wyni-
kowe macierze transformacji dla X&kej z széciu osi obrotowych, ze skr6conym, umownym i¢sip
wykorzystywany w automatyce zapisem wagta z funkcjami trygonometrycznym np. siFs3 codP=cP;
tga;=tgl, mapce posté

[c1 0 sl 270cl s2 —-c2 0 900s2
|l 0 -cl 270s _|c2 s2 0 9002
Ao 1 o 0o | A0 0 1 o |
0 0 O 1 0O 0 0 1
[c2c3- 253 0 s2c3+ C2s3  270(c2c3— s253) c4 0 -s4 O
| s2c3+¢2s3 0 s2s3-c2c3 270(s2c3+ ¢2s3) |-s4 0 -c4 O
A= 0 1 0 0 A= o 1 0 1300
0 0 0 1 0 0 0 1
-¢c6 0 s5 0 c6 s6 0 O
|s5 0 ¢5 0 -s6 6 0 O
A%l 1 0 of | 0 0 1 260
0 0 0 1 0 00 1

n ] :"'
Rys. 1. Schemat kinematyczny manipulatora z zaznaczargedami wspohzdnych
poszczegodlinych czionéw [2]
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Transformacja uktadu ,0” do uktadu lokalnego wspédinych w punkcie charakterystycznym (zerowym) na
czole kici robota wymaga przeksztatcenia [2]:

n o a d

— — ny OY ay dy
A =ATRDVAD =) 7

0O 0 0 1

gdzie n,, n, N, Oy Oy, O, & &, & to cosinusy kierunkowe akow zawartych pomgdzy ortonormalnymi
wektorami n, o, a zwiazanymi odpowiednio z asiX, y, z lokalnego ukladu wspétezinych w punkcie
charakterystycznym a osiami uktadu globalnegé a&&X, d,=Y, d~=Z to wspotrzdne okrélajace potaenie
uktadu lokalnego wspotezinych wzgédem uktadu globalnego wspaddnych.

Do przeksztalcenia macierzy orientacji o wymiara®%B8 na wektor o wymiarach XB zastosowano
parametryzagjtypu RPY (Roll / Pitch / Yaw) w postaci [2]:

CRcP -sRcW+cRsPsW sRsW+CcRsPcW 0 n, o, a, O
SRcP cRcW+sRsPsW —cRsW+sRsPcW 0 n, oo a, 0
RPY(R,P,W)= | % & 9
-sP cPswW cPcW 0 n, o, a, 0
0 0 0 1 0 O 1

ktéra pozwala okrdi¢ wspoétrzdne n,, ny, n, 0y Oy, O, &, &, & Wyskpujace w uzyskanych wzorach
w zaleznosci od znanych wartei W, P, R.

2.2. Algorytm rozwigzania

Brak ogolnej metody rozwkania zadania odwrotnego kinematyki, istotna ol@sijintuicja matematyczna
w rozwiazywaniu. Jedm ze wskazowek do rozwdania jest azenie do wyodtbnienia czsci wspoétrzdnych
uogolnionych tj. ktéw (a1 ... ae) lezacych w jednej ptaszczpie w tzw. struktury szkieletowe [4], ktére
umazliwiaja wyznaczenie rozwizania w postaci pierwiastkéw kwadratowych. Najwygiejsze do oblicze
wszystkich lgtow (a1, ... a) okazalo si przeksztalcenie zataosci na Ags do postaci, wyodbniajacej ze
struktury kinematycznej ¢&¢ pozycjonujca z katami a, i a5 lezacymi w jednej plaszczyie oraz czsé
orientupca, jak poniej:

_ T
As,e _(Ao,s) Do‘o,e
gdzie:
—c1s3 sl da@ -270cls3 90(cis? 27@1

T T —-s1s3 -d 4B -270s1s3 900sls? 270s1
(As) =(ADADA) = =

c3 0 s3 90c 2 27@ 3
0 0 0 1
—cls3 -dls3 & 270s3 900s2s3 90c 3 270 n, o a X
_ sl -1 O 0 A= n, o a Y
clc3 slc3 3 -270c3 903 90@ B3| n, o a Z
0 0 0 1 0O 0 0 1

— CACSC6+ S4s6  — CACBS6-S4c6 4S5 260c4s5
SACSC6+ CASB  SACSS6-CcAcB  — 4S5 —260s4s5
S5c6 556 c5  26(5+1300|
0 0 0 1

Do znalezienia wzoru naak a; wykorzystano dwie zaimosci pomidzy odpowiednimi wyrazami macierzy
czastkowychAg g i (Ao o)™

Ags = A LA LA =

—260sA4s5 = sIX - Y, -sAsb=dla, —da,

skad 1= X ~2608,
Y - 2603,
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Do znalezienia wzoréw naaty a» i as wykorzystano cztery zateosci pomigdzy odpowiednimi wyrazami
macierzy czstkowychAgg (A0,3)T, stanowace bazowy uktad rowia
260c5+ 1300-c & X- st 3+ s3& 27063 90@ 3 908 23 27
c5=clc3g + sla3g+ Sa
260c4s5=-cls3X- sls3¥ 872 27088 27 900s2s3 90&¢ =3
c4s5=-cls33- d8a+ Ba
Po pomnaeniu réwna (2) i (4) bazowego uktadu rowhgrzez 260, odgiu stronami réwnania (2) od réw-
nania (1) oraz rownania (4) od réwnania (3) i peztétceniach uzyskujeesi
1300_
c3

~c1(2608, - X )- s1(2608 - Y ctg3(260a- Z) 27{92—8730 - 908 201 ctg Ztg

cl(260a, — X )+ S1(2603 — Y) tg3(260a- Z} 278 - 908 2¢tg 2g+3 1

Oznaczajc lewe strony powsszych rowna odpowiednio jakd.; i L, i dziekc je stronami uzyskuje siza-
leznosé
ctg2= ﬁ’
Lctg3- Ltg3

ktora po wstawieniu do drugiego z rovina wykorzystaniem zweku:

1
SL2=t—nu—
1+(ctg2)’

pozwala otrzymé&
(Lctg3- Ltgd)’ = 900 (tg3+ ctgd’ —( L+ L)’

Po podstawieniu zb, i L, oraz przeksztalceniach z wykorzystaniem zadéci natgl otrzymuje si:
2
(mxTerz?m 130@ 3 279} = 900-( 260- z+ 1360+3 28«

Jest to rOéwnanie stopnia drugiego z jedmnewiadona as. W celu znalezienia wzoru naz; zastosowano
parametryzagjrownania przy pomocy pomocniczej zmientejtérej zwizki z a; okreslaja zaleznosci :
1-t2 2 2

_— 53:_’ ta3=
1+t? 1+1t2 g 1-12

t:tg% - C3=
oraz pomocnicze zmienne 0 znanej wagito
A:[%+ 270)2 +( 260, - 2)° - 908+ 1300+ 270
B= 260{2606‘*T"x+ 27@+ 540 268, -2) |
C =2600( 26@, - Z) - 54émxT"x+ 270

co pozwala uzyskaréwnanie w postaci:
(A-B)t*+2Ct+( A+ B =0,

_C*C+B - K

t
L2 B-A

z maksymalnie dwoma rozgzianiami:

i koncowym wzorem:

2
tg3,,=——=

1-(t,)
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Do obliczenia kta a, wykorzystano uzyskanwczeniej zalenos¢ na ctgr, z ktérej po przeksztalceniach
mozna uzyské:

260, = X | 570+ 130@ 3 276 3
2608, -7+ 13063 27@ 3

tg2=

Dwa kolejne wzory nadty tj. as i a, zostat uzyskane z przeksztatcgwoch rownéa bazowego uktadu
réwna:
—Cls3g - dB3a+ Sa
s5

Ostatni wzor na & as zostat uzyskany z wykorzystaniem dwoch za@sci pomidzy odpowiednimi
wyrazami kadej z macierzy cstkowychAg i (Ao
S56=d@Bg- 4Q8p+ 8o, 56 t8nr 8N 3J
z ktérych po podzieleniu stronami otrzymano:
_clo -slg + tgBq
“cln, - s+ tgn’

c5=clc3g + sla3g+ Ba, e

tg6

Uzyskane wzory pozwalajokresli¢ poszukiwane &y jedynie w zakresie (G w przypadku ktow a, i as
(funkcja acos(x)) oraz f#2, v2) w przypadku pozostatychytéw (funkcja atan(x)). Ze wzgllu na rzeczywisty
szerszy zakres poszukiwanych wacickatow wygodne jest zastosowanie w obliczeniach nuomrych funkcji

atan2g, y), zwracajcej kat w zakresie (|, =, co pozwala skompletowanozliwe rozwiazania (tab. 1) i uzys-
ka¢ zaleznosci (w radianach):

Tab. 1. Zakresydtow w uktadzie JOINT z wzorami obliczeniowymi

0$ Qi [°] Omax [°] Rozwigzanie Zakres rozwijzania
J1 -150 +150 a = atan2(x, y) @\ ™
-50 +65
a,=(-100,- 1= a, =(-a,+ 65,65
32 | a=(-15-5=a,=(-50,65 a, = atan(x) (712, 02)
a,=(-5,30 = a,=(-50-a,+ 60
) a3, = atan2(x, y) >
J3 100 +30 05> = atan2(x, y) (-m ™
a1 = acos(x) (0,m
-240 as»=—acos(x) (-1, 0)
J4 +240 '
ay 3 = —21+acos(x) (-2, -1
ay 4 = 21-acos(x) (1T, 2m)
35 -120 +120 1 = acos(x) ©.m
a5, = —acos(x) (-1, 0)
s1= atan2(x, y) (-, ™
J6 -270 +270 as o= —Teratan2(x, y) (-2m -
Qs 3= TeFatan2(x, y) ()

Algorytm rozwihzania przygotowany w programie Excell z docelowymepnaczeniem do zastosowania
w tabeli konfiguracyjnej sterowanego modelu marapeda wsrodowisku Solidworks (podobnie jak rozganie
zadania prostego kinematyki) ze wahh na wield¢ rozwiazan uwzgkdnia eliminacg czgsci rozwigzan
matematycznych. Wykorzystano do tego znane (takohptrukcyjne ograniczeniaaidéw obrotu poszczegol-
nych osi obrotowych manipulatora, z uwgadhieniem zmiennego zakresutk a, zaleznego odas oraz do-
datkowo sprawdzenie zaleosci: —260s4s5 = s1X — clY. Po obliczeniach &éw (kolejno) ay, az, o, a5 ay
sprawdzono istnienie 16 rozwan (po 4[R2 = 8 dla kadego z dwoch &6w as), dzieki powyzszej eliminacji
liczbe t¢ ograniczono do co najumgj trzech (trzech parakdw a;i as dla jednego zestawwtdow ay, @z, as)
pomijajac rozwihzania niejednoznaczne (nieskaenie wiele rozwizan). Konstrukcja osi obrotowej J6 ogra-
nicza ilas¢ rozwigzaa matematycznych we wzorze g z trzech do co najwej dwéch, zatem maksymalna
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ilo$¢ rozwigzan policzalnych wynosi 6, z maksymalnie jedwartcicia katow oy, a», az, dwiema wartéciami
kata as, trzema wartéciami kata a; i czterema wartiwiami kata as. Na uwag zastuguje faktze spdrod nich
dwie pary rozwizan s tozsame w sensie geometrycznym tzrenidéa wartdci katéw a; w tych rozwazaniach
wynosi 360 przy tych samych warfoiach ktéw as i a5, ale odmienne w sensie technologicznym. Ostatnim
etapem algorytmu jest sprawdzenie waatoX, Y, Z, W, P, R, obliczanych ze wzoréw wyprowadzonych dla
zadania prostego kinematyki [2] z wat@mmi wegciowymi w zadaniu odwrotnym kinematyki.

3. PRZYKLADOWE WYNIKI OBLICZE N POROWNAWCZYCH

Na rysunku 2 przedstawiono przestrzenie roboczepukatora w postaci ptaszczyzn wspéhinych ¥, Y)
dla 20 przyktadowych wspokdnychZ przy okrélonych wspotrzdnych orientacjWw =-107,123, P = 0,027,
R=-102,529, uwidaczniajce take zmieniajca sSie liczbe rozwiazan. W obliczeniach iléci rozwiazah z wy-
korzystaniem makro w programie Excell wspéttze X i Y stopniowano w zakresi# 2800 mm co 25 mm
a wspohzdmg Z w zakresiet 950 mm co 100 mm.

Z=950 mm Z=750 mm Z=550 mm Z=350 mm Z=150 mm
b Y [m]

BRI

5 rozwiqzan B Jrozwiqgzania T 3 rozwiqzania

Rys. 2. Zakres przestrzeni roboczych manipulatora silprozwigzai zadania odwrotnego
kinematyki dla przyktadowej orientacji W=-107,12B8=0,027°, R=-102,529
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W tabeli 2 przedstawiono przyktadowo maksymailos¢ rozwiazan policzalnych, uzyskanz algorytmu
w programie Excel dla wspokdnych X=-1884,293 mm, Y=920,772 mm, Z=269,977 mm, W=124,5886,
P=37,159, R=43,987 z maksymala iloscia wartcci katow a; (1), a» (1), oz (1), as (3), a5 (2), as (4).
Rozwiazania | i V oraz Il i VI g tozsame w sensie geometrycznym, ale odmienne w sea$inologicznym.

Tab. 2. Wartéci obliczeniowe wspéterinych JOINT (6 rozwiari) dla przyktadowego
zestawu wspotezinych WORLD

X=-1884,293 mmY=920,772 mmZ=269,977 mmW=124,586, P=37,159, R=43,987

Rozwigzanie|  ay[°] a[°] as[’] a,[°] as[°] [ °]
I 150 50 -20 -220 120 -90
Il 150 50 -20 -220 120 270
1] 150 50 -20 -40 -120 920
v 150 50 -20 -40 -120 -270
\Y 150 50 -20 140 120 -90
W 150 50 -20 140 120 270

Na rysunku 3 przedstawiono zdja wyswietlacza CRT z panelu operatorskiego jednostkireémej z dwo-
ma przyktadowymi zestawami wspd&idnych punktu zerowego w uktadzie JOINTatfkna osiach J1, J2, J3, J4,
J5, J6) i odpowiadage im wspotrzdne w uktadzie WORLD X, Y, Z, W, P, R). Zestaw | dotyczy wspot-
rzednych punktu zerowego nastawionych (przy praoygh serwonagdach) z minimalnymi pdkosciami
obrotu osi. Zestaw Il dotyczy wspdééanych punktu w§wietlonych bezpérednio po wydczeniu serwonap
dow.

zestaw |

zestaw I

Rys. 3. Zobrazowanie dwdch zestawéw wspdgtrg/ch punktu charakterystycznego
w uktadzie: a) JOINT, b) WORLD
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Zestawienie wynikéw obliczenumerycznych wart@i a1, as, as, s, a5, Gs, W postaci trzech rozazan (|,
II'i 1) dla tych dwdch zestawow wspokdnych X, Y, Z, W, P, R (przed i po wydczeniu serwonagmléw)
zawarto w tabeli 3.

Tab. 3. Wartéci z obliczé wspotrzdnych JOINT dla zestawéw wspeéttnych WORLD

ZESTAW I: X=-663,824 mm, Y=1277,291 mm, Z=201M81, W=-107,123 P=0,027°,
R=-102,529°

Rozwigzanie o] 0[] 0[°] a[°] as[°] 0[]

I -71,0000 | -10,0000{ -39,0004  84,000p 55,0002 395999
I -71,0000 | -10,0000| -39,0004 -95,9998 -55,0002 4,0004
1] -71,0000 | -10,0000| -39,0004 -95,9998  -55,00p2 5,2996

ZESTAW II: X=-663,713 mm, Y=1277,032 mm, Z=201 @6 W=-107,126 P=0,026",
R=-102,527

Rozwigzanie|  ay[°] (] 0[] (] as[°] 0[]
I -71,0010 | -10,0175| -39,0006 84,0048 55,0005 39998
I -71,0010 | -10,0175| -39,0006 -95,995p  -55,0005 40811
I -71,0010 | -10,0175| -39,0006 -95,9952  -55,0005 5,2989

4. WNIOSKI

Poréwnanie odpowiednich waét z zestawow | i Il w tabeli 3 pozwala stwierélzie nawet nieznaczna
zmiana wspohgdnych X, Y, Z, W, P, R w rozwigzaniu numerycznym powoduje nieznagZale zauwaalng)
zmiarg wartaici obliczeniowych kta obrotu osi. Dodatkowo wadm tych wielkaici sa zblizone do wartéci
wyswietlanych na panelu operatorskim jak na rysunkli®ne préby dla rénych zakresowX, Y, Z, W, P, R
potwierdzity zgodné wynikéw rozwhzania numerycznego z prezentowanymi na panelu tmpekim w za-
kresie wartéci katdw a, jak rownie ilosci rozwiazah, co potwierdza poprawié rozwiazania analitycznego
zadania odwrotnego kinematyki dla tego manipulatd?anadto spos6b sformutowania tego rezamnia
umazliwi jego zastosowanie w programie SolidWorks dgemagania programowania off-line przemiesacze
z wykorzystaniem modelu manipulatora.
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