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MODELOWANIE TRAJEKTORII LOTU
RAKIETY BALISTYCZNEJ
W CENTRALNYM POLU GRAWITACYJNYM

Streszczenie: W artykule zaprezentowano model symulacyjny lotu rakiety
balistycznej w centralnym polu grawitacyjnym, uwzgledniajgcy fazy:
startowq, Srodkowq i terminalng, jak rowniez zmiany trajektorii
spowodowane oddziatywaniem atmosfery oraz wystgpowaniem  sity
odsrodkowej i Coriolisa. Przedstawiono wybrane wyniki symulacji oraz
przyktadowe mozliwosci zastosowania opracowanego modelu do dalszych
badan.

MODELING OF BALLISTIC MISSILE FLIGHT TRAJECTORY
IN A CENTRAL GRAVITATIONAL FIELD

Abstract: The paper addresses the problem of modeling the ballistic missile
flight in a central gravitational field. The problem is formulated with regard
to the boost, midcourse and terminal phases of flight and to the changes in
the trajectory due to interaction of the atmosphere, centrifugal and Coriolis
forces. Selected examples of simulation results are presented and the
applicability of the model for further research is considered.
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A workable ICBM is an impossibility.
— Vannevar Bush, doradca naukowy
prezydenta Roosevelta (1945)

1. WPROWADZENIE

Problem modelowania trajektorii lotu rakiet balistycznych jest w wielu przypadkach
sprowadzany do zagadnienia dwuwymiarowego 1 rozpatrywany w inercjalnym ukladzie
odniesienia. Podejscie takie, dopuszczalne dla obliczen zgrubnych lub odnoszacych si¢ do
rakiet taktycznych o niewielkim zasiggu, jest niewystarczajagce w przypadku symulacji
numerycznych realizowanych na potrzeby systemow obrony powietrznej (przeciwrakietowej).
Nie uwzglednia ono bowiem czynnikow istotnie wplywajacych na ruch rakiet balistycznych
w przestrzeni, tj. kierunku dziatania linii sit centralnego pola grawitacyjnego, krzywizny
Ziemi czy obecnosci sit pozornych, co z kolei w sposob znaczacy wplywa na zagadnienia
zwigzane z modelowaniem systemoéw Sledzenia 1 predykcji trajektorii [1, 3, 4].

W artykule przedstawiono model matematyczny lotu rakiety balistycznej w centralnym polu
grawitacyjnym, opracowany z wykorzystaniem notacji macierzowej. Podejscie takie jest
uzyteczne z punktu widzenia implementacji rownan w jezykach skryptowych popularnych
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pakietoOw wspomagania obliczen inzynierskich, takich jak MathWorks™ MATLAB®, Scilab
czy GNU Octave. Model uwzglednia trzy charakterystyczne dla rakiet balistycznych fazy
lotu: startowa (ang. boost phase), srodkowa (ang. midcourse phase) 1 terminalng
(ang. terminal phase) oraz wplyw oddzialywania atmosfery i sit pozornych na ruch
rakiet w przestrzeni.

2. MODEL LOTU RAKIETY BALISTYCZNEJ W CENTRALNYM
POLU GRAWITACYJNYM

Obliczenia trajektorii lotu rakiety balistycznej prowadzone sa w kartezjanskim uktadzie
wspohrzednych, przedstawionym na rys. 1. Poczatek tego uktadu pokrywa si¢ ze srodkiem
Ziemi, o$ z skierowana jest do gory i1 przechodzi przez biegun pdinocny, za$ osie x 1y sa
prostopadle wzgledem siebie 1 lezg w plaszczyznie rownika, przy czym x przechodzi przez
potudnik 0° (Greenwich). Przyjety uktad odniesienia jest uktadem nieinercjalnym, obraca si¢
z predkoscig katowa o wzgledem osi z, co implikuje konieczno$¢ uwzglednienia
w rozwazaniach sit: odsrodkowej 1 Coriolisa. Na potrzeby obliczen zaktada si¢ ponadto, ze
powierzchnia planety jest idealng sfera, za$§ Ziemia charakteryzuje si¢ nastepujacymi
parametrami fizycznymi: promieniem R = 6,37-10° m, masa M = 5,97-10** kg i predkoscia
obrotowa @ = 7,29-10” rad/s. Warto¢ stalej grawitacyjnej wynosi G = 6,67-10"" m*/kg's.

Q) akieta

—_—

X
Rys. 1. Przyjety uktad odniesienia i podstawowe zaleznosci katowe

Na potrzeby symulacji przyjeto uproszczony model rakiety balistycznej, ktora
w rozpatrywanym przypadku traktowana jest jako punkt materialny o trzech stopniach
swobody (stopnie swobody zwigzane z obrotami w przestrzeni zaniedbuje si¢). W takim
ujeciu przyspieszenie dzialajace na rakiete balistyczng podczas lotu mozna przedstawié
w postaci sumy [1, 2, 4]:

r=v=a,+a.+a,+a.+a, (1)
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gdzie: r— wektor polozenia rakiety balistyczne;,
v— wektor predkosci rakiety balistycznej,
a,— wektor przyspieszenia zwigzany z ciagiem silnika rakietowego,
a_.— wektor przyspieszenia sterujacego,
a,— wektor przyspieszenia zwigzany z oporem atmosfery,
a,— wektor przyspieszenia grawitacyjnego,
a , — wektor przyspieszenia pozornego (odsrodkowego 1 Coriolisa).

Na rakiete balistyczng przemieszczajacg si¢ w dolnych warstwach atmosfery (ponizej

umownej granicy 100 km) dziata sita oporu powietrza. Zwigzane z nig przyspieszenie mozna
wyrazi¢ zalezno$cig:

—kh
P cpS

e 2
2{mo—jmfdt]g 2)
0

gdzie: p,=1,22 kg/m’® — gesto§¢ atmosfery na wysokosci 0 m n.p.m.,
k=0,14141-10"m™" — wspolczynnik,
h—wysokos¢ lotu rakiety balistycznej,

¢,— wspotczynnik oporu aerodynamicznego kadtuba,
S — powierzchnia charakterystyczna,
m,— masa startowa rakiety,
,— wydatek masy paliwa,
t, — czas pracy silnika rakietowego,
g — przyspieszenie ziemskie.

Przyspieszenie grawitacyjne rakiety przebywajacej w polu centralnym opisuje roOwnanie:
2 GMr
[ 3)
[rl

za$ jej przyspieszenie pozorne:

a,=-2(oxv)-ox(oxr) (4)
Wektor przyspieszenia od sity ciggu zdefiniowano jako:
T

( _ f dt] ||V|| 5)

gdzie: T — ciag silnika rakietowego,

a,
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natomiast wektor przyspieszenia sterujgcego, normalny do wektora predkosci rakiety
balistycznej, opisano zalezno$cig:

aC:£{1+cos( il ﬂﬁ (6)
2 t, —t,

gdzie: o — jednostkowy wektor sterujacy,

a— wspotezynnik korygujacy,
t, — czas pracy silnika rakietowego,
t,— czas lotu pionowego,

zapewniajacg ptynng regulacje kata pochylenia y wektora predkosci do wartosci zatozonej dla
chwili wylaczenia napedu ¢, (por. rys. 2).

, A lot pionowy

korekcja
T wylqczenie
3 l silnika
Vk —
>
f t ¢

Rys. 2. Programowa korekcja kata pochylenia wektora predkosci
rakiety balistycznej

Po wprowadzeniu wektora zmiennych stanu x:

rX vX
r
xeR™: x:{v}, r=\r,|, v=|v, (7)
rZ vX
wektora sterowania u:
o
0 X
ueR™: u{[ ]} 8=5,| ~ [§]=1 (8)
)
o

1 przedstawieniu zaleznosci (1) w notacji macierzowe;j:

x=A,x+Bu ©)

uzyskuje si¢ nastepujace postaci rownan opisujacych lot rakiety balistycznej w centralnym
polu grawitacyjnym:
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— dla etapu I (start — lot pionowy):

X=AX
0 0 0 1 0 0 |
0 0 0 0 1 0
66 0 0 0 0 0 1
A eR™: A= ) (10)
9. +o 0 0 9, +39, 20 0
0 9.+’ 0 20 9,+39, 0
| 0 0 9, 0 0 9. +39, J
— dla etapu II (start — korekcja nachylenia trajektorii):
x=A,x+Bu
A, eR™: A, =A,
[0 0 0 0 0 O]
0 0 0 0 0 O
BeR™: Bo 0 0 0 0 O0 O (11)
0O 0 0 & 0 O
0O 0 0 0 9 O
(100 0 0 0 &
— dla etapu III (lot po krzywej balistycznej):
X=AX
0 0 0 1 0 0 |
0 0 0 0 1 0
A, eR™: A, = 0 0 0 0 0 : (12)
’ Y, 0’ 0 0 9, 20 0
0 9, +o’ 0 2o 9, 0
| 0 0 9, 0 0 9, J
Wspodiczynniki w macierzach A;+Aj; 1 B okreslone sg nastepujgcymi rownaniami:
SC:—£{1+COS{ il ﬂ (13a)
2 t, —t,
9, =P S |
2{mo—jmfdt]g (136)
0
M
95 = _ﬁ;rT (13¢)
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T

(mo _’jmfdf]||v|| (13d)

Skladowe dy, dy, 0. sygnalu sterowania wyznaczane sa dla kazdego kroku obliczen na
podstawie uktadu réwnan (14), warunkujacego wymagang orientacje wektora & w przestrzeni:

9, =

do(rxv)=0
0ov=0
6or:||r||cos;/ (14)

/4 =cos"‘( rev —E]
el 2

gdzie: y — kat pochylenia wektora predkosci (wzgledem powierzchni Ziemi).

Poczatkowe wartosci sktadowych wektora x przyjmowane sg jako:

r Rcospcos A v cos@pcos A

r X X

XZ{ }, r=|r, |=| Rcospsind |, v=|v, |=|cosgsinl (15)
v

r, Rsing Vv, sing
zas$ wektora 9 jako:

0, cospcosA —cos@sini —sing 0

0=|0,|= sin A cos A 0 cosé (16)
0. sinpcosA  —singcos A cos @ siné

gdzie: &— zadany kierunek odchylenia wektora predkosci rakiety balistycznej,
A — dlugos$¢ geograficzna,
¢ — szeroko$¢ geograficzna.

Program symulacyjny opracowano w jezyku skryptowym srodowiska wspomagania obliczen
MathWorks™ MATLAB®. Procedura catkowania numerycznego realizowana jest w oparciu
o metod¢ Heuna. Przyjeto staty krok czasowy obliczen.

3. WYNIKI SYMULACJI
Wybrane wyniki symulacji zilustrowano na rys. 3-7.

Jako wzorzec fizyczny do weryfikacji opracowanego modelu matematycznego postuzyta
rakieta 8K14 systemu 9K72 Elbrus. Na rysunkach 3-5 przedstawiono osiagi typowe dla tej
klasy pociskow. Na rysunkach 6-7 zilustrowano wybrane wyniki badan symulacyjnych,
obejmujace trajektorie oraz strefy razenia rakiet balistycznych klasy SRBM (ang. Short-
Range Ballistic Missile) 1 MRBM (ang. Medium-Range Ballistic Missile) dla r6znych pozycji
startowych.
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Rys. 3. Profil predkosci modelu rakiety balistycznej 8K14
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Rys. 4. Zmiana kata pochylenia y wektora predkosci v
dla modelu rakiety 8K14

79



MECHANIK 7/2015
XIX Miegdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji

60

50

40 -+

30 +

h [km]

20 +

10 -

0 f f f f f f f
0 25 50 75 100 125 150 175 200
d [km]

Rys. 5. Trajektoria lotu modelu rakiety 8K 14

Rys. 6. Przyktadowe trajektorie rakiet MRBM wyznaczone dla pozycji startowych:
Morze Barentsa (75°00°N, 45°00°E) i Musudan-ri (40°51°N, 129°39°E)
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Rys. 7. Strefy razenia wyznaczone przy statych nastawach programéw lotu
rakiet balistycznych SRBM i MRBM dla pozycji startowych:
Musudan-ri (40°51°N, 129°39°E), Emamshahr (36°25°N, 55°01’E)

i Gwardiejsk-Tapiewo (54°39°N, 21°04’E)

4. PODSUMOWANIE

Przedstawiony w artykule model matematyczny lotu rakiety balistycznej w centralnym polu
grawitacyjnym umozliwia wyznaczanie trajektorii i parametréw ruchu modelowanych rakiet
z uwzglednieniem krzywizny Ziemi, sil pozornych oraz uwarunkowan charakterystycznych
dla poszczegdlnych faz lotu.

Opracowane roOwnania macierzowe moga by¢ stosunkowo tatwo adaptowane na potrzeby
procesow numerycznych i rozbudowywane o kolejne elementy.
Ze wzgledu na wymienione wyzej czynniki mozliwe jest wykorzystanie opracowanego
modelu matematycznego:
— do wyznaczania parametrow lotu rakiet balistycznych,
— do okreslania mozliwo$ci bojowych rakiet balistycznych, a tym samym szacowania
stref razenia i1 obszarow ryzyka,
— jako generatora danych wejSciowych dla algorytmow symulacyjnych $ledzenia
i predykcji trajektorii rakiet balistycznych.
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