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KOMPUTEROWO WSPOMAGANA ANALIZA KINEMATYKI
MECHANIZMU DZWIGNIOWEGO

Streszczenie: W artykule przedstawiono przyktad wykorzystania grafow
konturowych do analizy predkosci i przyspieszen elementow mechanizmu
dzwigniowego. Zastosowano metode analizy bez stosowania dekompozycji
mechanizmu.  Otrzymany uklad algebraicznych rownan liniowych
rozwigzano dla zadanego rozkladu predkosci i przyspieszen ogniwa
czynnego (korby) mechanizmu.

COMPUTER-AIDED ANALYSIS OF THE KINEMATICS OF LINK
MECHANISM

Abstract: The article presents an example of using contour graphs to
analyze the speed and acceleration of components of the lever mechanism
without the use of decomposition mechanism. The resulting system of
algebraic linear equations solved for a given distribution of velocity and
acceleration of the active link (crank) mechanism.
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1. WPROWADZENIE

Klasyczna metoda analityczna wyznaczania predkosci 1 przyspieszen cztondw mechanizmow
dzwigniowych polega na jednokrotnym roézniczkowaniu wzglegdem czasu promieni —
wektorow potozenia weziow mechanizmu [1-3]. W artykule tym zostanie przedstawiony
sposOb wykorzystania metody grafow konturowych do analizy kinematyki ptaskiego
mechanizmu dzwigniowego [4-7]. W przeciwienstwie do metody analitycznej, metoda grafow
konturowych generuje tylko rownania algebraiczne. Uproszczenie metody uzyskano dzigki
pominieciu dekompozycji mechanizmu [5, 8]. Metoda grafow konturowych moze byc¢
zastosowana zarowno do plaskich, jak i przestrzennych mechanizméw, ktéorych modelem
obliczeniowym jest zamkniety tancuch kinematyczny [4].

Obliczenia metodg graféw konturowych bez stosowania dekompozycji uktadu przeprowadza

si¢ zgodnie z nastgpujacym skréconym algorytmem [5]:

a) wykreslenie analizowanego mechanizmu, przyjecie ukladu wspotrzednych xOy oraz
okreslenie zakresu geometrycznego pracy poszczegolnych weztdéw mechanizmu,

b) wykreslenie grafowego schematu kinematycznego mechanizmu o N niezaleznych
konturach,
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c) generowanie wektorowego ukladu rownan predkosci dla catego konturu (N zamknigtych
petli) wraz z jego rozwigzaniem (po przeksztalceniach),

d) generowanie wektorowego ukladu rownan przyspieszen dla calego konturu
(N zamknigtych petli) wraz z jego rozwigzaniem (po przeksztatceniach).

2. ROWNANIA METODY GRAFOW KONTUROWYCH [4]

Na rysunku 1 przedstawiono zamknigty lancuch kinematyczny, ktéry jest modelem
mechanizmu dzwigniowego skladajacego sie¢ z n ogniw ruchomych. Ogniwa sg numerowane
w kolejnosci od 0 do n. Ogniwo o numerze 0 jest najczesciej unieruchomione 1 wtedy
nazywane jest podstawa. Ogniwo o numerze i potaczone jest z ogniwem i—1 w punkcie A,,

natomiast z ogniwem i+1 w punkcie A, ,. Kazdy z punktow nalezy wigc do dwoch
sasiednich ogniw i oraz i+1. Dla rozr6znienia przynaleznosci punktu A; np. do ogniwa i—1
(A; €i—1) mozna punkt ten zapisa¢ z podwojnym indeksem dolnym jako A;; ;. Podobnie
punkt A; i zapisuje si¢ jako A;;. Analiza predkosci poszczegolnych ogniw mechanizmu

opiera si¢ na dwoch podstawowych zaleznosciach kinematycznych ruchu zlozonego.
Pierwsza zalezno$¢ wyrazona jest wzorem (1) 1 dotyczy wyznaczania bezwzglednej predkosci
katowej ogniwa i, gdy znana jest bezwzgledna predkos¢ katowa ogniwa i—1 oraz wzgledna
predkos¢ katowa ogniwa i wzgledem ogniwa i—1:

O=0 4+ 01 (1)

gdzie: o=w;q — bezwzglgdna predkos¢ katowa ogniwa i, ®; =® 419 — bezwzgledna
predkos¢ katowa ogniwa i—1, o; 4 — wzgledna predkosc katowa ogniwa i wzglgdem ogniwa

i—1. Po rozpisaniu rownania (1) dla zamknietego tancucha kinematycznego skladajacego si¢
z n cztond6w ruchomych oraz jednej podstawy 0 1 zsumowaniu tak otrzymanych réwnan
otrzymuje si¢ pierwsze roéwnanie wektorowe metody grafow konturowych dla zamknietych
fancuchow kinematycznych:

0‘)1,0+w2,1+'”+w0,n:0a (2)

ktore mozna zapisa¢ w postaci (3):

3)

Rys. 1. Lancuch kinematyczny zamknigty [4]
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Drugie rownanie wektorowe metody grafow konturowych otrzyma si¢ z drugiej podstawowe;j
zaleznosci kinematycznej dotyczacej ruchu postepowo-obrotowego, czyli plaskiego.
Zaleznos¢ ta pozwala na okreSlenie wypadkowej predkosci liniowej v, ogniwa |

w punkcie A; w zalezno$ci od predkosci unoszenia vy, ogniwa k (w tym samym punkcie
A = A;) ipredkosci wzglednej v, ogniwa j wzglgdem ogniwa k (we wspolnym punkcie

A=A =A)) (jak na rysunku 1):

Vaj =Vak +V rAjk 4)

1A r_ r
gdzie: V=V pax -

Po przystosowaniu wzoru (4) dla zamknigetego tancucha kinematycznego, gdzie istnieje
zalezno$¢ migdzy predkoscig v,; punktu A;; oraz predkoscig vu;; 4 punktu A;; 4, otrzymuje

si¢ zaleznos$¢ (5):
Vaii =Vaii-1 TV rAi,i—1 ()

gdzie v 4=V piaii Jest wzgledng predkoseig liniowg punktu A; na ogniwie i wzgledem

tego samego punktu A, ale nalezacego do ogniwa i—1 (rys. 1).

Zalezno$¢ (5) mozna takze zapisa¢ dla dwoch roéznych punktéow A, , oraz A; nalezacych do
tego samego ogniwa i (rys. 1):

Vairti = Vaii T 03X Tajai1 (6)

gdzie w;=w,;, jest bezwzgledng predkoscig kgtowg ogniwa i oraz ryjpq jest promieniem —

wektorem migdzy punktami A; 1 A;4.

Po dalszych przeksztalceniach otrzymuje si¢ rownanie (7):
r r r r
["A1 X(o1,0+rAZXm2,1+"'+rAOXwO,n]+|:VA1,O+VA2,1+VA3,2+"' +vAO,ni| =0, (7)

ktore zapisane w skrdconej postaci (8) stanowi drugie rOwnanie wektorowe metody grafow
konturowych do wyznaczania predkosci katowych @;; ¢:

ZrAi X4t ZV rAi,i—1 =0 (8)
i i

Analiza przyspieszen mechanizméw metodg grafow konturowych oparta jest, podobnie jak
metoda analizy predkosci, na przewodnim rownaniu kinematyki, ale dotyczacym
przyspieszen cial sztywnych:

ap =ap +a rAj,k+a Zj,k )
gdzie a,, a,, - bezwzglegdne przyspieszenia liniowe tego samego punktu A,

ale raz nalezacego do ciafa j, a drugi raz do ciala k, czyli A; ej oraz A, ek; aj=ana
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— przyspieszenie wzgledne punktu A;ej wzgledem punktu A ek; ag=aj ax
— przyspieszenie Coriolisa punktu A; e j wzglgdem punktu A, ek, gdzie a3 ,=2- 0 x Vi -

Bezwzgledne przyspieszenie katowe g;= g, ogniwa sztywnego wyraza si¢ wzorem:

EiTEiqTEjiqTOXWj1 (10)
gdzie & =g 4o jest bezwzglednym przyspieszeniem kgtowym ogniwa i—1 oraz g;; 1 jest
wzglednym przyspieszeniem katowym ogniwa i wzgledem ogniwa i—1.

Po rozpisaniu roéwnania (10) na n rownan (oddzielnie dla kazdego z ogniw) 1 ich
zsumowaniu, otrzyma si¢ pierwsze rownanie wektorowe dla przyspieszen katowych metody
grafow konturowych:

€ 1‘0+ 82‘1+83‘2+ ot Sn‘n_1+0)1>< 0)1‘04'0) 2)(0) 2‘1+ 0)3)( 0)3‘2+...+0) nan,n—1: 0

lub w postaci zwartej:

Zei,i—1 +Z"3i><03i,i—1 =0 (11)

Liniowe przyspieszenie punktu A; ogniwa i wynosi:

r C
Apii =Apii tAp 4T A i (12)

gdzie ap;; 4 jest przyspieszeniem punktu A; ogniwa i—1, aj4=ap a1 — Wzglednym
przyspieszeniem punktu A; nalezacego do ogniwa i wzgledem tego samego punktu A, ale

nalezgcego do ogniwa i—1 oraz a j;;_4 jest przyspieszeniem Coriolisa:
C r
A7 1= 2 04XV pjj
Zalezno$¢ dla liniowego przyspieszenia a,;,q; punktu A, ; €i w zaleznosci od przyspieszenia

liniowego ay;; punktu A; i (czyli dla dwoch réznych punktow A, 4 i A; nalezacych do tego

samego ogniwa i) przedstawia si¢ nast¢pujaco:

Apii = Apii TEXT AT 0% ((0 i rAiAi+1) (13)

gdzie g;=¢;, jest bezwzglednym przyspieszeniem katowym ogniwa i, oraz raaiq jest

promieniem — wektorem miedzy punktami A; 1 A,,4.

Podstawiajac zalezno$¢ (12) do wzoru (13), otrzymuje si¢ wzor na przyspieszenie liniowe
punktu A4, czyli punktu A, 4 nalezacego do ogniwa i:

+1,i

r C
Apirti = At T A AT @ AT EXT AjALT O X ((0 i< T A1 ) (14)
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Po rozpisaniu powyzszego rownania dla wszystkich ogniw mechanizmu 1 nastgpnie ich
zsumowaniu oraz wstawieniu zaleznosci na promien — wektor r 5;_4a; (15):

Fa—1A= T AT A (15)

gdzie rp=rgp 1 rpa_4=roai1, Otrzymuje si¢ drugie rownanie wektorowe metody grafow
konturowych do wyznaczania przyspieszen katowych €;; 4:
r r r r [} Cc C C
[a AL 0T @At F @it T x0, } + [a AL0T @Az T @it F 840, } +
[I’A1><(810+(01><0)10)+...+I' AiX(S i,i—1+wi><wi,i—1)+"'+rAOX(SO,n"'wOX(’)O,n)]"'

+[co1><(co1><rA1A2)+---+mix(mixrAiAi+1)+---+wox(w2xrAOA1)}:0 (16)

ktore mozna zapisa¢ w skroconej postaci (17):

r C
PICYNREDICFIRED W PY (8 ii—1X0 = O ) T A (8 i O X0 ) +D 0 (03 iXT AiA+ )
i i i i i

=0 (17)
3. OPIS PROBLEMU

Analizie poddano mechanizm dzwigniowy z korbg 1 jako czlonem napedzajacym
1 suwakiem 5 jako czlonem napedzanym (rys. 2). Dane s3 dlugosci ogniw: |OA|:80,

|OB|=60, [BC|=120, |CD| =250 oraz zakres ruchu obrotowego korby 1: a e(38°%128°],
przy czym dla o (38°%50°] — rozruch (ruch jednostajnie przyspieszony), dla o € (50%116°]

— ruch ustalony jednostajny, dla a (116°128°] — hamowanie (ruch jednostajnie opozniony).
Rozktad predkosci 1 przyspieszen przedstawiono na rys. 3 1 4.

Rys. 2. Analizowany mechanizm wraz z zaznaczonymi predkosciami i przyspieszeniami
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Rys. 3. Wykres predkosci katowej korby 1 w funkcji jej kata obrotu
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Rys. 4. Wykres przyspieszenia katowego korby 1 w funkcji jej kata obrotu

4. GENEROWANIE UKEADU WEKTOROWYCH ROWNAN PREDKOSCI

Zagadnienie analizy kinematyki zamknietych mechanizméw dzwigniowych rozwigzuje sie
tutaj bez stosowania dekompozycji uktadu. W tym celu wykorzystuje si¢ grafowy
dwukonturowy schemat kinematyczny analizowanego mechanizmu przedstawiony na rys. 5.

5 ~(0 ) —(1
DD
4)—(3)~ o

Rys. 5. Grafowy dwukonturowy schemat kinematyczny analizowanego mechanizmu

Réwnaniami wejsciowymi metody sg roOwnania wektorowe otrzymane z polaczenia dwoch
uktadow rownan dla obydwu konturéw grafowych I 1 II [4-6]:

0)1,0+0)2,1+0)0,3=0 (18a)
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r
0)3‘0 +0)4‘3+0)5‘4=0 (18C)
r

Dana jest predkos¢ katowa korby 1 mechanizmu:

®49=wq0k=6,283 k rad/s

Poszukiwane sg predkosci katowe pozostatych dzwigni (wg rys. 2):

W21 =(02,1‘ka ®o,3 =0)o,3‘ka 30 =—(03,o‘ka ®Wp3=W30, 04g3 =0)4,3‘ka W54 =(05,4‘k

Ponadto poszukiwane sg predkosci liniowe suwakow 21 5:

r r . r A r . r . .
Va32=Vasox i+ Vagzo J=-Vaz2:COSB-i+Vaz,-sinB-j

r r . r . r . r .
oraz VDbo5=VDposx 1=Vpos 1=V psox1=—Vpso-l

Iloczyny wektorowe w rownaniach (18b) 1 (18d) mozna przeksztatci¢ do postaci (zgodnie
Z1Yys. 2):
FOAX® 1= YA *Op1 1=Xp -0p1-], FogX®o3=Yg ®g3i—Xg - ©0g3"]
Fogx®30= YB '(—(03,0)'i—XB '(—033,0)'1" FocX®43=Yc 043 i—Xg - 043-],
FopX®54=YpX®54 1= XpX054-]J,
Nastepnie rzutujgc roéwnania (18) na ukfad osi Oxyz, otrzymuje si¢ algebraiczny uklad
rownan:

W9+ ®yq+®o3=0 rzutnao$ z (19a)

030+ ®43+054=0 rzut na o$ z (19b)

YA -©pq+Yg - ®30—V a3, COSP =0rzut na o$ x (19¢)

—Xp *0pq—Xg - ® 30+ Vpz2 SINB=0 rzut na o$ y (19d)
—Yg - ®30 +Yc ®43 +Yp - ®54+Vpos=0 TzUtNa 0$ X (19¢)
Xg 030 —Xc W43 —Xp w54 =0 rzZUtnaosy (199)

Jest to uklad szesciu rownan zawierajgcy szes¢ niewiadomych ®,q, w3o=w0g3, ®43,

r : r
(1)5‘4 oraz VA3,2 1 VD5,0'

5. GENEROWANIE UKEADU WEKTOROWYCH ROWNAN PRZYSPIESZEN

Zagadnienie analizy przyspieszen zamknigtych mechanizméw dzwigniowych réwniez bedzie
rozwigzane bez stosowania dekompozycji ukladu, czyli wykorzystuje si¢ grafowy
dwukonturowy schemat kinematyczny analizowanego mechanizmu przedstawiony na rys. 3.
Réwnaniami wejsciowymi metody sg rownania wektorowe otrzymane z polaczenia dwoch
uktadow rownan dla obydwu czg$ci rozpatrywanego mechanizmu [4, 5, 7]:
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81‘0 +82‘1+80‘3=0 (2021)

r [ 2 2
FoAX €21t FogX €3t @p32+aa32 ~ 0 Toa— 003 TaAg=0 (20b)
83‘0+84‘3+8 5‘420 (20C)

r c 2 2
rogx€30tFoc*€43+lopX€s4ta@postaApgs —®30' Fec— @40 Fcp=0 (20d)

Dane s predkosci 1 przyspieszenia katowe korby 1 mechanizmu (rys. 3 14):
®49=wq0k=6,283 k rad/s

Poszukiwane sg przyspieszenia katowe oraz liniowe pozostatych ogniw (wg rys. 2):
gx1=¢621kK, g093=203°k, €30="€30°K, €43=843K, €54 =654k

r r . r . r . r . .
A p32=8pa32¢ 1+@pa30y J=—8 a3 COSP-i+apz,-sINB-j

r r . r . r . r .
oraz Apgs=2aposx 1=aApos 1=—8psgx 1=—apsp-l

Iloczyny wektorowe w rownaniach (20b) 1 (20d) mozna przeksztatci¢ do postaci (zgodnie
Z1Yys. 2):

FoAX€21= YA "E211-Xp E21] oraz  rogx€o3=Yg - €03 i—Xg €03J,
FogX €30~ Y8 ‘(—83,0)"—)(5 ‘(—83,0)'Ja FocX€43= Yc €43 1= Xc "€43°)-

FropX€54= YpX&€s4-1-XpX&€p54)

Przyspieszenie Coriolisa a3, punktu A na ogniwie 3 wzglgdem punktu A na ogniwie 2

mozna zapisa¢ nastepujaco:
c r r . r A
Aa32= 2 30XV 32" 2‘(—0)3,0 ‘k) x (—V A32x 1+ Vaz2y 'J)—
_ r . . r .

Nastepnie rzutujgc roéwnania (20) na ukfad osi Oxyz, otrzymuje si¢ algebraiczny uklad
rownan:

€10+ 821 €30=0 (21a)

—€30+8&43 +€54=0 (21b)

YA €21~ Yg ‘€30 —8h32 COSP+2 030 Vagy SINB-wiyg Xy —030 (Xg —Xa)=0,  (2lc)
~Xp 821~ Xp "E30+8a32-SINB+2- 030V a32-COSB-0Fg-Ya —030-(-Ya)=0, (21d)
~ Y 830 + Yo €43 +@Dos —©30-(Xc —Xg) ~ ©5 4-(Xp —X¢ ) =0, (2le)

—Xg ‘(—83,0)—)(0 €43 ~Xp €54 —mg,o Ye —@5,4 (-¥¢)=0 (211)

Jest to uklad szeSciu rownan zawierajgcy szeS¢ niewiadomych €,4, €30, €43, €54 Oraz

r . r
A 32 1a@pgsp-
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6. WYNIKI ANALIZY

Ukfady rownan (19) 1 (21) rozwigzano w arkuszu kalkulacyjnym dla catego zakresu pracy
mechanizmu, tzn. dla stref rozruchu, ruchu jednostajnego oraz hamowania korby czynnej 1
dla danych przedstawionych na wykresach (rys. 3 i1 4). Wyznaczono wartosci wszystkich
niewiadomych wymienionych w rozdzialach 3 i1 4. Na rysunku 6 przedstawiono wykres
predkosci liniowej suwaka 5 w funkcji kata obrotu korby 1.

0,008

-0,003 -

-0,013

-0,023

predkos¢ liniowa
suwaka 5 [m/s]

-0,033
kat obrotu korby 1 [°]

Rys. 6. Wykres predkosci liniowej suwaka 5 w funkcji kata obrotu korby 1

Natomiast na rys. 7 przedstawiono wykres przyspieszenia suwaka 5 w funkcji kata obrotu
korby 1 dla tych samych danych (rys. 3 1 4) oraz dodatkowo dla wartosci predkosci cztonow
wyznaczonych wczesniej z pierwszego uktadu réwnan (19).

0,02000

o n

g % 0,01500 -

[J]

N 32 & 0,01000

2 33

§ g £ 0,00500

N

52 000000

= I 3RV XIIBIFIRI S SN
-0,00500 =
kat obrotu korby 1 [°]

Rys. 7. Wykres przyspieszenia liniowego suwaka 5 w funkcji kata obrotu korby 1
7. WNIOSKI

W niniejszym artykule udowodniono, ze metoda grafow konturowych bez stosowania
dekompozycji analizowanego mechanizmu na prostsze struktury jest réwniez efektywna,
podobnie jak z dekompozycja przedstawiong w pracy [4].

Na podstawie obliczen przeprowadzonych w niniejszym artykule mozna stwierdzi¢, ze
metoda grafow konturowych jest bardzo efektywnym narzedziem do analizy kinematyki
mechanizméw ze sztywnymi ogniwami. Zalety tej metody uwidoczniaja si¢ jeszcze bardziej,
gdy analizuje si¢ ruch mechanizmu sktadajacy si¢ np. z okres6w rozruchu, ruchu ustalonego
1 hamowania oraz nawrotu. Udowodniono wiec tutaj, ze metoda grafow konturowych bez
stosowania dekompozycji analizowanego mechanizmu na prostsze struktury jest rownie
efektywna, jak z dekompozycja przedstawiong w pracy [4]. Ponadto dzigki temu, Zze metoda
grafow konturowych wykorzystuje tylko rownania algebraiczne, rozwigzywanie zagadnien
odwrotnych kinematyki jest bardzo ulatwione. Nalezy tutaj podkresli¢, ze metoda grafow
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konturowych moze by¢ takze wykorzystana do przeprowadzania analiz kinematyki
1 dynamiki mechanizmow przestrzennych.
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