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ADAPTACYJNA ANALIZA POWLOK ZDOMINOWANYCH
GIETNIE O ZLOZONYM OPISIE MECHANICZNYM

Streszczenie: Prezentowane badania dotyczq adaptacyjnej analizy struktur
o ztozonym  opisie mechanicznym z zastosowaniem adaptacyjnych
elementow przejsciowych. W niniejszej pracy porownano wyniki uzyskane
z wykorzystaniem roznych wariantow modelu przejsciowego: klasycznego
modelu przejsciowego oraz modelu udoskonalonego. Wariant udoskonalony
gwarantuje cigglq zmiane naprezen i odksztatcen. W obu przypadkach
zestawiono obrazy naprezen oraz rozktad bledow aproksymacji przed
adaptacjq typu hp sieci poczgtkowej i po niej.

ADAPTIVE ANALYSIS OF BENDING-DOMINATED SHELLS OF
COMPLEX MECHANICAL DESCRIPTIONS

Abstract: Presented research concerns an adaptive analysis of structures of
complex mechanical description with application of adaptive transition
elements. The present work focuses on comparison of the results obtained
with use of two different variants of the transition elements: the classical
transition model and the enhanced model. The enhanced elements
guarantee the continuous change of stresses and strains. In both cases the
stress patterns and approximation error distributions before and after the
hp-adaptation of the initial mesh are compared.

Stowa kluczowe: mechanika ciata statego, struktury ztozone, modele
przejsciowe, adaptacyjna metoda elementow skonczonych

Keywords: solid mechanics, complex structures, transition models, adaptive
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1. WPROWADZENIE

W niniejszym artykule rozwazono adaptacyjng metode elementow skonczonych typu Ap
w odniesieniu do cienkoSciennych struktur zlozonych z wykorzystaniem adaptacyjnych
elementéw przejSciowych. Struktury zlozone rozumiane sg tu jako struktury, w ktorych
wystepuje wigcej niz jeden model mechaniczny. Ze wzgledu na ztozony opis mechaniczny
uwzgledniajacy wystgpowanie elementow powlokowych pierwszego rzedu 1 elementow
odpowiadajacych trojwymiarowej teorii sprezystosci (hierarchiczne elementy powlokowe
wyzszego rzedu), prawidlowe zamodelowanie takich struktur wymaga wprowadzenia
elementéw przejSciowych.
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W niniejszej pracy skupiono si¢ na problematyce analizy powlok zdominowanych gigtnie
z zastosowaniem wspomnianych modeli przejsciowych. Ograniczono si¢ tu do dwoéch
wariantow modeli przejsciowych. Pierwszym wariantem modelu przejsciowego jest tak
zwany model klasyczny, gwarantujacy cigglo$¢ naprezen i odksztalcen na granicy pomiedzy
modelami, jednak ze skokiem wartoSci w polu naprezen oraz duzymi gradientami w polu
odksztatcen na tej granicy. Drugi rozpatrywany wariant modelu przej$ciowego to tzw. model
udoskonalony, ktory zapewnia ciagla zmiang naprezen i odksztatlcen w strefie przejsciowe;
miedzy modelami (z wyeliminowaniem skokoéw naprezen i1 gradientow odksztalcen na
granicy modeli). Wariant ten zapewnia ciggla zmian¢ kinematycznych zalozen teorii
Reissnera—Mindlina. Chodzi tutaj o przejscie od warunku braku wydluzenia prostych
normalnych do powierzchni srodkowej na proste, w strefie powlokowej, do braku tego
warunku w strefie trojwymiarowe;.

Nasze badania nakierowane sg na stworzenie modelu przejsciowego o cechach numerycznych
(zbiezno$¢ rozwigzania, poziom btedu) nie gorszych niz w przypadku modeli podstawowych
(hierarchiczne modele powlokowe 1 model powlokowy pierwszego rzgdu). W celu oceny
efektywnosci udoskonalonych elementow przejsciowych pordéwnano siatki przed adaptacja
metodg elementéw skonczonych typu Ap z siatkami uzyskanymi po adaptacji. Porownano
wyniki uzyskane dla struktur przy zastosowaniu klasycznego oraz udoskonalonego elementu
przejsciowego. Poréwnania dokonano pod katem rozkladéw naprezen, w tym
w szczegbdlnosci zdolnosci do usuwania wewnetrzne] warstwy brzegowej, oraz poprawy
zbiezno$ci rozwigzania w przypadku zastosowania modelu udoskonalonego w modelach
dyskretnych powtok zdominowanych gigtnie.

Wspomniane zjawisko wewngtrznej warstwy brzegowej wystepuje na granicy modelu
powlokowego pierwszego rzgedu i1 modelu przejsciowego. Wystepowanie tego zjawiska
spowodowane jest skokiem wartosci w polu napr¢zen oraz duzych gradientow w polu
odksztalcen. Skok wartosci jest wynikiem obowigzywania plaskiego stanu naprgzen
w modelu powlokowym pierwszego rzedu 1 braku takiego stanu w czgSci hierarchiczne]
modelu przejsciowego (tak jak w hierarchicznym modelu powlokowym wyzszego rz¢du lub
trojwymiarowym). Natomiast duze gradienty odksztalcen wynikaja z braku wydtuzen
prostych normalnych do powierzchni §rodkowej w strefie powlokowej pierwszego rzedu.
Warunek taki nie obowigzuje natomiast w czesci hierarchicznej modelu przejsciowego.
Klasyczne modele i elementy przejSciowe zostaly opisane w pracach [1, 4]. Z kolei wariant
udoskonalony przedstawiono w [9, 10]. Wariant posredni (pomigdzy klasycznym
a udoskonalonym), gwarantujacy jedynie ciggla zmiang naprgzen w strefie przejscioweyj,
opisano w [2, 3, 8].

2. ADAPTACYJNA METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

Zastosowanie metody elementéw skonczonych do klasycznej teorii sprezystosci wymaga
dokonania podziatu obszaru trojwymiarowego ciala sprezystego V' na E elementow
skonczonych, zgodnie z zaleznoscia:

V:ZVe, (1)

gdzie:

e — kolejny numer elementu,

V =V + 9V — domknigcie obszaru otwartego V,

dV = S — powierzchnia boczna ciata.

Podziat ten dla dowolnych dwoch elementow e 1 f charakteryzuja nastepujace wlasciwosci:
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Ve# f (V,nV, =D)

2)
Vez [ (V,nV,=0V,ndV,=5,nS, =S,
W powyzszych zalezno$ciach obowigzuje:
V,=V,+0oV,=V,+ 8§, 3)

Aproksymacja elementami skonczonymi polega na wprowadzeniu funkcji ksztaltu N
opisujacych stan wewnatrz elementu (przemieszczenia w trzech kierunkach u;, i = 1, 2, 3)

w oparciu o skonczong liczbe niewiadomych (stopni swobody) ,,, gdzie indeks be 4,

A= {1,2,...,n dof} oznacza stopieh swobody, a ng,rto liczba wszystkich stopni swobody.

W tym przypadku niewiadome wu; aproksymuje si¢ sumg iloczynéw funkcji ksztattu

i odpowiadajacych im stopni swobody: Nq .

W przypadku nieadaptacyjnych metod elementoéw skonczonych funkcje ksztattu definiuje si¢
w trojwymiarowej przestrzeni wielomianéw ustalonego stopnia p i dobiera si¢ w ten sposob,
aby przyjmowaly one warto§¢ rowng 1 w punkcie elementu (wgzle) odpowiadajacym
stopniowi swobody, ktéremu sg przypisane. W punktach przypisanych pozostatym stopniom
swobody przyjmuja one warto$¢ rowng 0. Suma funkcji w dowolnym punkcie elementu
rowna jest 1.

V(a,bed) (N, q,=0,4,) 4)
E e
>N, =1 (5)
i=1

Ponizszy rysunek 1 przedstawia przyktad funkcji ksztaltu dla elementu jednowymiarowego
stopnia drugiego (n =2, w=n+1=13).

9,°¢,(6) q,°0,(8)

Rys. 1. Hierarchiczne funkcje ksztaltu na przyktadzie elementu jednowymiarowego stopnia
drugiego: a) w wezle 1, b) w wezle 2, ¢) w wezle 3, d) suma wszystkich funkcji ksztattu po
przeskalowaniu przez hierarchiczne weztowe stopnie swobody
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W przypadku metod adaptacyjnych typu #p macierz klasycznych funkcji ksztaltu N zastepuje
si¢ macierzg y tzw. hierarchicznych funkcji ksztattu (rys. 1). Funkcje te sa zdefiniowane
niezaleznie w wierzchotkach, na krawedziach, na $Scianach i we wnetrzu elementu. Funkcje
hierarchiczne umozliwiaja taczenie elementow o ré6znych stopniach swobody. W oparciu o te
funkcje buduje si¢ macierze 1 wektory charakterystyczne (macierz sztywnos$ci, wektor sit),
ktore wchodzg do rownan globalnych MES. Wyprowadzenie tych réwnan znalez¢ mozna
w[1, 4].

W niniejszej pracy ograniczono si¢ do przedstawienia trojkrokowego schematu adaptacyjnego
metody elementéw skonczonych typu Ap (rys. 2). Metoda ta polega na potaczeniu metod 4 1 p,
z ktorych kazda zapewnia jedynie algebraiczny stopien rozwigzania.

czytonie danych

P )
L

I=1+1 |Generucja slecl poczo,‘tkoweJ | I=1+1

| Tworzenle | r‘ozwlqzywumle rawnar rdwnowagl HES

| Twarzenie sieci kohncowe | ‘ Szocowanie kigdiw |Twor‘zenie sieci posrednie ‘
F T [

. ¢ NIE - :I
¢NIE !

Zzy ktoqd jest
dos‘tqtecznle maky?

Rys. 2. Ogdélny algorytm adaptacyjnej metody elementéw skonczonych typu hp

Polaczenie obu metod powoduje jakosciowa zmiang, ktora polega na uzyskaniu
wyktadniczego stopnia zbiezno$ci. Podstawowa zalezno$¢ opisujaca zbiezno$¢ metody /p
odzwierciedla fakt, ze biad aproksymacji jest odwrotnie proporcjonalny do stopnia
aproksymacji i wprost proporcjonalny do wymiaru elementu:

— (6)

gdzie:

h — wymiar elementu e,
p — lokalny stopien aproksymacji,

U, v —s3a wogblnym przypadku nieznane i zalezg od charakteru problemu,

A — pewna stata zalezna od typu zadania.
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Powyzsza zalezno$¢ umozliwia powigzanie wymiaru /s elementu e i/lub stopnia jego
aproksymacji p z oszacowana warto$cia btedu w elemencie #°.

3. ANALIZA WYNIKOW

W omawianych badaniach numerycznych rozpatrywano symetryczng c¢wiartke powtoki
pétwalcowej zdominowanej gigtnie. W prezentowanej czesci analizy zastosowano siatke
rownomierng 4 x4 x2 elementow pryzmatycznych. Analizowano tzw. modele czyste
powloki oparte na teoriach podstawowych 3D lub RM (odpowiednio tréjwymiarowa
i powlokowa Reissnera—Mindlina) oraz modele mieszane, uwzgledniajace elementy 3D,
3D/RM i RM (odpowiednio trojwymiarowe, przejsciowe, powlokowe). Podzial na strefy
odpowiadajace modelom podstawowym i przejSciowym prowadzono réwnolegle do brzegu
prostoliniowego, ze zmiennym udziatem czesci powlokowej i tréjwymiarowej w modelu.
Strefa 3D przylegala do brzegu prostoliniowego. Strefa przejSciowa skladata si¢ z jednej
warstwy elementow przejsciowych.

W prezentowanych badaniach numerycznych przedstawiono wyniki uzyskane podczas
adaptacji typu Ap. Glownym celem poréwnania wynikéw uzyskanych dla siatki poczatkowej
i siatki po adaptacji jest ocena wpltywu wystepowania elementéw przejsciowych w strukturze
na proces adaptacji. Jak wspomniano wczes$niej, adaptacji poddany bedzie zarowno wymiar A
elementu, jak rowniez stopien p aproksymacji.

Prezentowane wyniki uzyskano przy zastosowaniu klasycznego modelu przejSciowego
oraz udoskonalonego modelu przejsciowego. Porownane zostaly siatki poczatkowe
(rys. 3a-10a) oraz siatki uzyskane po adaptacji (rys. 3b-10b).

Siatka poczatkowa w przypadku obu wariantow modeli przejsciowych byla taka sama
(rys. 3a i 4a). Siatka koncowa zalezna jest od zastosowanego wariantu modelu przejSciowego.
Siatke te przedstawiono na rys. 3b irys. 4b.

RM/3D
RM/MI

Rys. 3. Klasyczny element przejsciowy — zastosowane modele mechaniczne — a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa
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b)

3D
MI
RM/3D
RM/MI
RM
z

Y

x

z

xRy

Rys. 4. Udoskonalony element przejsciowy — zastosowane modele mechaniczne — a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa

Podobnie jak w przypadku rozkladu modeli w strukturze, stopien aproksymacji wzdtuznej
w siatce poczatkowej (rys. 5a i rys. 6a) i koncowej (rys. 5b i rys. 6b) jest zalezny od
rozpatrywanych wariantow modeli przejSciowych.

|1
Xy x

Rys. 5. Klasyczny element przejSciowy — stopnie aproksymacji — a) siatka poczatkowa,
b) siatka koncowa

Y
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Rys. 6. Udoskonalony element przejsciowy — stopnie aproksymacji — a) siatka poczatkowa,
b) siatka koncowa

Analizujac rozktad naprezen w przypadku zastosowania klasycznego modelu przejsciowego,
zauwazy¢ mozna, ze zarOwno w siatce poczatkowej (rys. 7a), jak i w siatce koncowej
(rys. 7b) wystepuje wewnetrzna warstwa brzegowa na granicy modelu przejSciowego
1 powlokowego pierwszego rzedu.

(X) 3.07E+09
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1L.90E+07
L.28E+07 min

287EH0T
4.16E+06 min

Rys. 7. Klasyczny element przejsciowy — rozklad naprezen efektywnych — a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa

Na ponizszych ilustracjach mozna zauwazyé, ze zarowno w przypadku siatki poczatkowe;j
(rys. 8a) jak i koncowej (rys. 8b), rozklad naprezen efektywnych nie wykazal obecnosci
wewngetrznej warstwy brzegowej. Oznacza to, ze zaréwno przed adaptacja sieci, jak i po
adaptacji, wystepuje cigglo$¢ naprgzen na granicy modelu przejSciowego i powlokowego
pierwszego rzedu.
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Rys. 8. Udoskonalony element przejsciowy — rozklad naprezen efektywnych — a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa

Poréwnujac ponizsze ilustracje (rys. 9 i rys. 10), mozna zauwazy¢, ze zastosowany model
przejsciowy ma wplyw na poziom bledéw aproksymacji. Zastosowanie udoskonalonego
modelu przejsciowego (rys. 10) zmniejsza zar6wno maksymalny, jak 1 $redni biad
aproksymacji w strukturze w poréwnaniu do wynikow uzyskanych przy zastosowaniu
klasycznego modelu przejsciowego (rys. 9).

X 0353 %) 0.139
0332 0130
0an 0122
0.289 o3
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0247 0.097
0 3 ooss
0.205 0.080
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0.120 004
0.008 0.038
0077 0029
0.056 0021
0035 0013
) 0013 %) 0004 min

Rys. 9. Klasyczny element przejsciowy — rozktad globalnych btgdow aproksymacji: a) siatka
poczatkowa, b) siatka koncowa
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b)
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z

x y X X

Rys. 10. Udoskonalony element przejsciowy — rozktad globalnych btedéw aproksymacji:
a) siatka poczatkowa, b) siatka koncowa

Analizujac powyzsze ilustracje, zauwazy¢ mozna, ze w przypadku obu zastosowanych modeli
adaptacja sieci poczatkowej ma wplyw na poziom btgdow. Wzgledne wartosci globalnego
btedu aproksymacji sg odpowiednio réwne 0,166 1 0,044 (klasyczny model przej$ciowy) oraz
0,147 1 0,036 (udoskonalony model przejsciowy), co oznacza zmniejszenie $redniego bledu
po przeprowadzeniu procesu adaptacji typu /p.

4. WNIOSKI

Zastosowanie klasycznego 1 udoskonalonego modelu przejsciowego prowadzi do podobnego,
cho¢ nie jednakowego, poziomu bledow w strefie przejSciowej 1 calej strukturze powtokowe;.
Skutkiem podobnego poziomu btgdow jest podobny przebieg procesu adaptacji na krokach
hip.

Przedstawione przyklady potwierdzajg efektywno$¢ przyjetego sposobu adaptacji
w przypadku obu wariantéw elementow przejsciowych.
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