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METODY FORMULOWANIA MODELI SYSTEMOW DYNAMICZNYCH W MECHANICE
STRESZCZENIE

Ogdlnie rzecz ujmujqc, wyréznia si¢ dwa podstawowe rodzaje badar naukowych w celu uzyskania modelu matematycznego,
tj. metoda opisowa oraz metody analityczne. Z ich wykorzystaniem uzyskuje si¢ dwa rézne rodzaje modeli matematycznych:
modele opisowe oraz modele przyczynowe. W mechanice wykorzystywane sq gléwnie modele przyczynowe, ktére ‘wnikajq’
w przyczyny obserwowanego zjawiska, tzn. pozwalajg poznac jego mechanizm fizyczny. Wyroznia sie przy tym dwie metody
budowy tych modeli, a mianowicie bilansowq (réwnania bilansowe) oraz wariacyjng (rownania wariacyjne). Zagadnienia
zwigzane z budowg poszczegolnych rodzajow modeli przedstawiono w dwéch powigzanych ze sobg artykutach. Niniejszy
artykut dotyczy zagadnien zwigzanych z budowq modelu opisowego oraz modelu przyczynowego do budowy ktorego
wykorzystano metodg bilansowg. W szczegolnosci zas, przedstawiono proces tworzenia tych modeli na przyktadzie wahadta
matematycznego. W drugim kolejnym artykule zaprezentowano model przyczynowy zbudowany z wykorzystaniem metody
wariacyjnej.

Stowa kluczowe: modelowanie, metoda , mechanika, systemy dynamiczne
METHODS OF BUILDING DYNAMICAL SYSTEM MODELS IN MECHANICS
SUMMARY

Generally, we can distinguish two main types of research enables to receive a mathematical model: qualitative and
quantitative. Using these methods we can obtain two different types of mathematical models: descriptive and explanatory
models respectively. In mechanics, we mainly use the explanatory models, which indicate a cause-effect relationship in the
studied phenomenon. We could distinguish two fundamental methods of developing the explanatory models, namely: balance
(balance equations) and variational (variational equations) methods. This paper deal with both the descriptive model and the
explanatory model obtained by means of the balance method. Particularly, based on the exemplar of the mathematical
pendulum the creation process of these models is presented.

Keywords: modeling, balance method, mechanics, dynamical systems
1. WPROWADZENIE

Od zarania dziejow Cztowiek obserwowatl otaczajaca go przyrode. Zaczal zauwazaé, ze wystepowanie niektorych jej
zjawisk charakteryzuje si¢ okreslong prawidlowoscia. Uczyl si¢ wykorzystywaé te zaobserwowane prawidtowosci w zyciu
codziennym. Potrafil tez prognozowal stany przyszie interesujacych go zjawisk. Pozyskana w ten sposob wiedza byta
przekazywana z pokolenia na pokolenie. Pierwszymi ludzmi, od ktérych mozna datowac rozwdj nowoczesnej nauki byli
Galileusz (1564-1642) i Newton (1642-1727). Galileusz pierwszy zastosowal w swoich badaniach systematyczne
eksperymentowanie, powtarzane pomiary i matematyczny zapis uzyskanych wynikow. Newton w 1687 roku opublikowat
dzieto Philosophiae naturalis principia mathematica, w ktorym przedstawit podstawy nowoczesnej fizyki, a ktorego
metodologiczne przestanie, aktualne do dzisiaj, glosi, ze: ‘istnieja prawa przyrody i mozemy je znalez¢’.

Poszukujac praw przyrody napotyka si¢ zasadniczg trudno$¢ polegajaca na tym, ze nie mozna ‘za jednym zamachem’ zbadac
calej przyrody. Nalezy wowczas jg poznawac badajac jej wydzielone ‘wycinki’, czyli systemy empiryczne. Jednakze nawet
wtedy zdarza sie, ze interesujacy nas system moze okazac si¢ zbyt zlozony i cato$ciowe, bezposrednie jego zbadanie nie jest
mozliwe. W takim przypadku mozna go bada¢ za posrednictwem jego modelu, a w szczeg6lnosci modelu teoretycznego.
Ogoblnie mozna stwierdzié, ze znajomo$¢ modelu pozwala na:

—  opis zjawiska w sposob zrozumialy dla cztowieka,

—  okreslenie pewnych cech zjawiska,

—  przewidywanie warto$ci nieznanych (np. przysztych) zwigzanych z danym zjawiskiem.

W mechanice rozumienie i przewidywanie wzbogaca wiedzg o przebiegu zjawisk w uktadach mechanicznych i ich dziataniu,
umozliwia wybor optymalnych rozwigzan dla projektowanych ukladéw mechanicznych, a takze umozliwia sterowanie
istniejgcymi uktadami mechanicznymi.

Modele teoretyczne w mechanice przedstawiaja modelowang rzeczywisto$¢ w uproszczeniu, przy czym stopien uproszczenia
moze zaleze¢ od réznych wzgleddéw, np. od celu budowy modelu oraz od stanu naszej wiedzy o modelowanym systemie.
Regula jest tez usuwanie z modelu tych cech lub wiasciwosci, ktorych wptyw na badang rzeczywisto$¢ jest nieistotny.
Upraszczanie nie musi oznaczaé¢, ze moc heurystyczna modelu uproszczonego bedzie mniejsza niz tego samego modelu
przed uproszczeniem.

Modele teoretyczne mozna klasyfikowa¢ na wiele roznorodnych sposobow, np. w zaleznos$ci od substancjalnosci (fizyczne
i abstrakcyjne), od stanu przebiegajacego procesu (statyczne, dynamiczne), od charakteru cech (deterministyczne,
probabilistyczne, posybilistyczne) itp. Jednym z rodzajow modeli abstrakcyjnych jest model o strukturze algebraicznej
okreslany jako model matematyczny. W takim ujgciu rozpatrywanego zagadnienia, modelowaniem matematycznym nazywa
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si¢ etap procesu modelowania polegajacy na stworzeniu sformalizowanego pod wzglgdem matematycznym opisu zjawiska.
Efektem tego dziatania jest model matematyczny, ktory dla zagadnien zwigzanych z mechanikg jest zazwyczaj rOwnaniem
lub uktadem réwnan.

Wyro6znia si¢ dwie zasadnicze metody tworzenia modeli matematycznych w mechanice, a mianowicie:

— metoda opisowa, za pomocg ktorej uzyskuje si¢ model opisowy,

—  metody analityczne, za pomoca ktorych uzyskuje si¢ model przyczynowy.

Istotg pierwszej metody jest uzyskanie wynikéw liczbowych z pomiaréw, a nastgpnie uzyskanie odpowiedniej zalezno$ci
funkcyjnej. Sam mechanizm fizyczny obserwowanego zjawiska nie jest istotny i z tego wzgledu nie docieka si¢ jego
przyczyn.

Metody analityczne za pomoca ktorych uzyskuje si¢ model przyczynowy ‘wnika’ w przyczyny obserwowanego zjawiska,
tzn. pozwala pozna¢ jego mechanizm fizyczny.

Celem niniejszego artykutu jest zaprezentowanie obu metod formutowania modeli systeméw dynamicznych w mechanice.
Proces tworzenia modelu opisowego z wykorzystaniem metody opisowej oraz modelu przyczynowego z wykorzystaniem
metody bilansowej przedstawiono na przyktadzie wahadta matematycznego.

2. METODA OPISOWA

Punktem wyj$cia wszystkich rozwazan w fizyce, w tym mechanice jest doswiadczenie. Przeprowadzajac pomiary
i obserwacje otrzymuje si¢ wyniki liczbowe. Z reguty dokonuje si¢ fundamentalnego podzialu pomiaréw na te, ktére beda
prognozowane (czyli tak zwane zmienne zalezne), oraz te, ktore postuzg za przestanki (czyli zmienne niezalezne). Nastepnie,
aby opisa¢ wyniki pomiaréw tworzy si¢ modele, ktore w danym przypadku beda modelami opisowymi, zwanymi rowniez
zjawiskowymi lub fenomenologicznymi. Procedura tworzenia modelu opisowego w uproszczeniu przedstawia sig¢
nastepujaco:
—  przeprowadza si¢ pomiary,
—  poddaje si¢ analizie wyniki uzyskane z tych pomiarow,
—  poszukuje si¢ parametrow istotnych dla rozwazanego zagadnienia,
—  poszukuje si¢ zalezno$ci funkcyjnej lub czgsto po prostu ja si¢ zgaduje na podstawie wiedzy, intuicji i do§wiadczenia,
—  dopasowuje si¢ parametry funkcji,
—  poroéwnuje si¢ z wynikami przeprowadzonych pomiarow.
Jezeli zgodno$¢ nie jest zadawalajgca, cofa si¢ o jeden lub kilka krokow, nawet do etapu przeprowadzenia dodatkowych
pomiaréw z wicksza doktadnoscia i liczba mierzonych parametrow.
Innym okres$leniem modelu uzyskanego w wyniku zaprezentowanej metody jest ‘czarna skrzynka’. Przedstawia ona uktad,
o ktérym nie posiada si¢ absolutnie zadnej informacji o zjawiskach zachodzacych w jego wngtrzu.
Sposoéb tworzenia modelu opisowego dla wahadta matematycznego zostanie przedstawiony z wykorzystaniem prawidlowosci
nazywanej izochronizmem. Mowi ona o tym, ze czas trwania jednego pelnego drgania, na przyktad cigzarka na drgajacej
sprezynie, jest taki sam dla réznych wychylen (przynajmniej dla nieduzych wychylen). Wiasno$¢ niezaleznosci drgan
wahadta od poczatkowego wychylenia jest wykorzystywana do pomiaru czasu.
Legenda glosi, ze Galileusz obserwowatl rozkotysany §wiecznik w katedrze w Pizie. Kolejne wahania $§wiecznika byty coraz
mniejsze. Mierzac czas kolejnych wahan za pomoca wlasnego pulsu, stwierdzit, ze mimo malejacej amplitudy czas kolejnych
wahni¢¢ byl taki sam. Obserwacja ta umozliwita w potowie XVII wieku stworzenie doktadnych zegaréw wahadlowych, ktore
przez ponad dwiescie lat byly najdoktadniejszymi urzadzeniami do pomiaru czasu. Wyniki obserwacji wahadla przez
Galileusza, zaprezentowane w dwoch jego dzietach [1] i [2], moZna posumowac nastepujaco:
—  wahadlo prawie powraca do stanu poczatkowego wychylenia,
—  okres drgan wahadta nie zalezy od zawieszonej masy,
—  okres drgan wahadta nie zalezy od amplitudy,
—  okres drgan wahadta zalezy od pierwiastka kwadratowego dtugosci wahadta.
W celu zaprezentowania istoty budowy modelu opisowego przeprowadzono pomiary okresu drgan T dla wahadla
matematycznego. Wykorzystano w cienkg linke, ktorej dlugos¢ | ulegata zmianie. Na jej koncu zostat zawieszony cigzarek
0 masie m. Okres drgan T mierzono za pomoca stopera.
Z obserwacji poczynionych przez Galileusza wynika, ze okres T drgan wahadta matematycznego (rys. 1):
—  zalezy tylko od dtugosci wahadta I,
—  nie zalezy od podwieszonej masy m.

Rys. 1. Schemat wahadla matematycznego
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Wiyniki uzyskane z przeprowadzonych pomiar6w zaprezentowano w tabeli 1, za$ uzyskany wykres zaleznosci okresu T
drgan wahadta matematycznego od jego dtugosci | przedstawiono na rysunku 2.

Tabela 1. Wyniki pomiaréw

dlugos¢ wahadta | [m] 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
okres drgan wahadtaT[m] | 0,6 | 0,9 1,1 1,3 1,4 1,5 1,7 1,8 1,9 2,0

Nastepnym etapem jest poszukiwanie zaleznosci funkcyjnej opisujacej sporzadzony wykres. Elementarna wiedza dotyczaca
przebiegu roznych funkcji matematycznych podpowiada, ze uzyskang zalezno$é dobrze opisuje funkcja y = /x, za§ wyniki
pomiaréw funkcja:
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Rys. 2. Wykres zaleznoS$ci okresu drgan wahadla matematycznego od jego dlugosci

Najlepsze dopasowanie do krzywej uzyskanej z wynikow pomiarow (Rys. 3) uzyskuje sig¢, gdy parametr ¢ wynosi okoto 1,99.
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Rys. 3. Porownanie wykresow zaleznosci funkcyjnych i uzyskanych z pomiarow

Jednakze w danym przypadku pojawia si¢ istotna ré6znica w jednostkach po obu stronach réwnania:

T [s] = 1,99V [vVm] 2

W celu rozwigzania tego problemu mozna wykorzysta¢ tzw. analiz¢ wymiarowa. Jest to narzgdzie stosowane w do
wyznaczania warunkéw podobienstwa dynamicznego poprzez analiz¢ wielkosci fizycznych charakteryzujacych dane
zjawisko.

Kazda zalezno$¢ funkcyjna (nieznang) mozna zapisaé¢ jako funkcje¢ kilku parametrow fizycznych (niezaleznych), np. dla
wahadla matematycznego bedzie to okres drgan T oraz

dhugos¢ wahadta |, z ktorych kazdy posiada swoj wymiar. W rozpatrywanym przypadku w uktadzie SI bedzie to odpowiednio
sekunda i metr, za$ okres drgan wahadla mozna wyrazi¢ jako funkcje jego dtugosci T = f(1).

Zatozone parametry maja nastepujace wymiary [T] = [s] oraz [I] = [m]

Jednostke okresu drgan wahadta T jako jednostke czasu mozna tylko uzyska¢ wstawiajac do rownania (1) przyspieszenie
grawitacyjne g, uzyskujac nastepujaca posta¢ rownania:
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T=C\E=§\E @)

Oczywistym, ze wykorzystujac analiz¢ wymiarowa nalezy sprawdzi¢ jednostki po obu stronach rownania:

[s] = j%= 5] 121 =1s1
SZ

W obserwowanym zjawisku drgan wahadla matematycznego wyznaczano jedynie ich okres T w zalezno$ci od dtugosci
wahadla |. Nie wnikano natomiast w przyczyny obserwowanego zjawiska, tzn. nie poznano jego mechanizmu fizycznego.
Z tego wzgledu uzyskany model opisowy nie pozwala okresli¢ inne, istotne dla mechaniki, parametry rozpatrywanego
zjawiska takie jak, np. predkosci i przyspieszenia w réznych potozeniach wahadla. Inaczej rzecz ujmujac, na podstawie
uzyskanego modelu opisowego mozna wyznaczy¢ tylko okres drgan T wahadta matematycznego. Oczywistym jest, Ze
istnieje mozliwo$¢ zwigkszenia adekwatnosci uzyskanego modelu opisowego poprzez zwigkszenie doktadnosci pomiaréw
okresu T oraz dtugosci |. Jednakze, w takim przypadku zwigksza si¢ tylko doktadno$é parametru ¢ w réwnaniu (3). Stad
wynika oczywisty wniosek, ze bez zrozumienia mechanizmu drgan wahadta mozna zwigksza¢ tylko doktadno$é¢ parametru c.
Poniewaz nie ma doktadnego opisu matematycznego zachowania si¢ uktadu w dowolnej chwili, czyli rownania jego ruchu, to
zachowanie calego uktadu podczas catego cyklu drgan nie jest znane.

3. METODY ANALITYCZNE

W przypadku zastosowania metody analitycznej budowany jest model przyczynowy, w ktérym ujmuje si¢ istote
obserwowanego zjawiska. Wnikajac w jego przyczyny poznaje si¢ mechanizm fizyczny danego procesu. Postuguje si¢ przy
tym idealizacja (np. punkt materialny, powierzchnia elementarna, uklad izolowany) i/lub uogdlnia si¢ wnioski wynikajace
z doswiadczenia. W modelach przyczynowych:

—  wyjasniane jest zachowanie uktadu,

— dazy si¢ do odzwierciedlenia struktury uktadu,

— niezbegdna jest wiedza o elementach uktadu i ich oddziatywaniach,

—  model matematyczny odzwierciedla istotng strukture uktadu (elementy i oddziatywania).

Istnieja dwie podstawowe metody analityczne tworzenia przyczynowych modeli systeméw dynamicznych :

—  metoda bilansowa,

—  metoda wariacyjna.

Metoda bilansowa jest to sposob formutowania modeli przyczynowych systemoéw dynamicznych polegajacy na bilansowaniu
wielkosci, ktore podporzadkowane sg zasadom zachowania z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego i catkowego.

Metoda wariacyjna polega na formutowaniu modeli przyczynowych systemoéw dynamicznych z wykorzystaniem rachunku
wariacyjnego, ktorego celem jest znajdowanie funkcji, ktéra minimalizuje funkcjonat (catke¢ w zagadnieniu wariacyjnym).
NajczeSciej stosowana, a jednocze$nie najbardziej ogdlng metodg formutowania modeli przyczynowych systemow
dynamicznych jest metoda bilansowa. W systemach, w ktorych wystepuja wielkosci materialne, bilansowaniu najczesciej
podlegaja te wielkos$ci, ktore podporzadkowane sg zasadom zachowania masy, energii, pgdu lub momentu pgdu.

Modele przyczynowe stosowane sg do opisu uktadow ze sprzgzeniami zwrotnymi i zlozonymi oddziatywaniami,
nieliniowo$ciami, przy zmianach warunkéw i parametrow. Innym okresleniem modelu uzyskanego w wyniku metody
bilansowej jest ‘szklana skrzynka’, model uktadu lub model strukturalny.

W najbardziej ogélnym przypadku, procedura tworzenia modelu przyczynowego z wykorzystaniem metody bilansowej
zawiera nastepujace etapy:

—  wybor wielkosci bilansowych,

—  ulozenie rownan bilansowych,

—  okreslenie wielko$ci wyjsciowych.

4. MODEL PRZYCZYNOWY RUCHU WAHADLA MATEMATYCZNEGO

W celu zaprezentowania istoty budowy modelu przyczynowego z wykorzystaniem metody bilansowej rozpatruje si¢
wyidealizowane cialo o masie punktowej m zawieszone na niewazkim precie o dhugosci | w punkcie p, ktére wytracone
z rownowagi zaczyna si¢ waha¢ w plaszczyznie poziomej pod wptywem sity cigzkosci (rys. 4). Przyjmuje sie, ze:

—  ruch wahadta odbywa sie pod wptywem sity grawitacyjnej,
—  przyblizenie matych wychylen wahadta.
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powierzchnia Ziemi

Rys. 4. Schemat wahadla matematycznego modelu przyczynowego

Bilansowaniu mozna podda¢ roézne wielkosci pod warunkiem, ze sg one podporzadkowane zasadom zachowania masy,

energii, p¢du lub momentu pegdu. Dla rozpatrywanego zjawiska drgan wahadta matematycznego moze to by¢ np. bilans:

—  jego energii kinetycznej E, i potencjalnej Ep,

—  wykonanych prac zwigzanych z przemieszczeniem masy m wahadta.

W pierwszym przypadku, zasady zachowania energii mechanicznej stanowia, ze w dowolnym ruchu przebiegajacym bez

tarcia (i innych strat energii) energia mechaniczna uktadu izolowanego jest stata. Opis budowy modelu przyczynowego

bilansujacego ww. energie mozna znalezé m.in. w [3].

Budowa modelu przyczynowego z wykorzystaniem metody bilansowej zostanie przedstawiona na przykladzie bilansu

wykonanych prac zwigzanych z przemieszczeniem masy m wahadta

Jak widomo, wprawienie wahadla w ruch obrotowy zwigzane jest z wykonaniem pracy. A zatem bilansowaniu mozna poddaé

prace L zwigzane z przemieszczeniem masy m wahadta (rys. 4):

—  z potozenia réwnowagi do jego krancowego wychylenia pod dzialaniem momentu Mg wynikajacego z dziatania sity
bezwtadnosci stycznej do zakreslanego okregu,

— z krancowego wychylenia do polozenia réwnowagi pod dzialaniem momentu przywracajagcego rownowage Mp
wynikajacego z dziatania sktadowe;j sity grawitacyjnej mg stycznej do zakreslanego okregu.

Zgodnie z mechanika ciata sztywnego wykonujacego ruch obrotowy, praca L wykonywana podczas obrotu ciata o kat ¢ pod

wplywem momentu sit M wyraza si¢ wzorem:

L=fdL=[M-d@ (4)

Elementarng prace dL przemieszczenia masy m wahadta przy obrocie o elementarny kat dg obrotu wokoét osi przechodzacej
przez poczatek uktadu wyraza zalezno$é:

=M ®)

do
Obie wykonane prace muszg by¢ sobie rowne, co wyraza zaleznos¢:

e_tE=g ®)
de de
gdzie:
Lg — elementarna praca zwiagzana z przemieszczeniem masy m wahadta polozenia réwnowagi do jego krancowego
wychylenia pod dziataniem momentu Mg,
Lp — elementarna praca zwigzana z przemieszczeniem masy M wahadla z krancowego wychylenia do potozenia
réwnowagi pod dzialaniem momentu przywracajacego rownowage Mp.
W pierwszym przypadku elementarna praca wahadta dL przy obrocie o elementarny kat de wynosi:

dlLp _ _ .
W—Mg—ma l (7)

gdzie:

a — przyspieszenie styczne masy m,
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| — dlugo$¢ wahadta.
Zalezno$¢ miedzy przyspieszeniem a i predkoscia transwersalng v masy m wahadta okre$la rownanie:

a=4 l— (8)

gdzie @ predkosé katowa ruchu masy m wahadta po okrggu, ktora mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

_de
= ©)
Podstawiajac zaleznosci (8) i (9) do rownania (7), uzyskuje sie:
s _ .2 . &¢
a0 = m-l a (10)

W drugim przypadku elementarna praca wahadta dL przy obrocie o elementarny kat de wynosi:

dL
d_(:z_MPZ_PT-l (ll)
Z rysunku wynika, ze:
sing = % (12)
gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym.
Wowczas:
Pr =mg-sing (13)
Podstawiajac zalezno$¢ (13) do rownania (11), uzyskuje sig:
dlp _ o
To = Mg l-sing (14

Z Kolei podstawiajac obie uzyskane zaleznos$ci (10) i (14) do rdwnania bilansowego (6), otrzymuje si¢:

m-12- i;f+mg l-sing=0 (15)

Nastepnie dzielgc obie strony rownania (15) przez m - 12 uzyskuje si¢ zalezno$é:

d2e
dt?

+g sing =0 (16)

Otrzymane roéwnanie jest nieliniowym roéwnaniem rézniczkowym, ktdrego $ciste rozwiagzanie jest dos¢ ztozone.
W przypadku, gdy zgodnie z przyjetym zalozeniem przyblizenie odchylenia wahadta sa mate ¢ — 0, wowczas:

- Lo 9.,
sm<pm<p=>dt2+l Q= @an
uzyskuje si¢ liniowe rownanie rézniczkowe drugiego rzedu:
dtz ? 4 w? =0 (18)

Jest to znane rownanie oscylatora harmonicznego bez tlumienia, w ktéorym @ jest czgstoscia kotowa (wzor na predkosé
katowg jest identyczny ze wzorem na czgsto$¢ kotowa ruchu drgajacego - istnieje Scista odpowiednio$¢ migdzy ruchem po
okrggu, a ruchem drgajacym harmonicznym):

w= |7 (19)

Uzyskany doktadny opis matematyczny zachowania si¢ uktadu w dowolnej chwili, czyli rOwnania jego ruchu, pozwalaja na
wyznaczenie dowolnych wielkosci opisujacych dynamike catego ukladu podczas catego cyklu drgan wahadia
matematycznego.

Przyktadowo, zalezno$¢ na okres drgan T wahadla matematycznego rozpatrywana juz w metodzie opisowej mozna uzyskaé
wykorzystujac wzor wyrazajacy ten okres za pomoca predkosci katowej @ w ruchu po okregu:

A
POLITECHNIKA
GDANSKA STUKNUT 15

86



MECHANIK 10/2015
| Konferencja ,,Osiagniecia Studenckich Kot Naukowych Uczelni Technicznych” STUKNUT’15
Politechnika Gdanska, Wydzial Oceanotechniki i Okretownictwa, POGORIA, 24.04 — 06.05.2015
T=2 (20)

w

Podstawiajac do tego wzoru zalezno$¢ (19), uzyskuje sie:

T=c\/§=2n\/§ (21)

Uzyskana zalezno$¢ (21) ma zblizong posta¢ do roéwnania (3) otrzymanego metoda opisowa i rzniaca si¢ jedynie warto$cia
parametru ¢ wynoszacego odpowiednio 25/ 4 0raz 2m.

Jednakze dla duzych katow odchylen wahadla @ nie mozna stosowac uzytego przyblizenia sing = ¢. Wowczas okres drgan T
wahadla matematycznego nalezy wyznaczy¢ rozwigzujac roOwnanie (16) w sposob Scisty.

5. PODSUMOWANIE

Metoda opisowa budowy modeli systemoéw dynamicznych moze i jest bardzo pomocna w rozwiazywaniu wielu
zagadnien praktycznych z zakresu mechaniki, np. w przypadku, gdy utworzony model przyczynowy jest zbyt
skomplikowany, a zastosowane uproszczenia przyczyniaja do braku uwzgledniania wielu elementow istotnych dla
obserwowanego zjawiska. W klasycznym podejsciu do modelowania podobnych zagadnien najczgsciej stosowane sa
zalezno$ci regresyjne, a takze sztuczne sieci neuronowe.

Metoda analityczna umozliwia zbudowanie modelu przyczynowego zjawiska w postaci rownania lub réwnan rézniczkowych.
Oczywistym jest to, ze dla jednego zjawiska mozna budowac rézne modele przyczynowe w postaci rownan, uwzgledniajace
mniej lub wigcej cech zespotu praw nim rzadzacych. Otrzymane w ten sposob rownania moga sugerowac istnienie zwigzkow
migdzy miarami wielko$ci i takich zjawisk, ktore uprzednio nie byly stwierdzone do$wiadczalnie. Przyktadowo,
w smarowaniu hydrodynamicznym poprzecznych lozysk $lizgowych, Reynolds wyprowadzit réwnanie dla przeptywu
dwukierunkowego wynikajace z praw zachowania masy, p¢du i energii. Roéwnanie to wskazato na dwa dodatkowe, oprocz
znanego zjawiska klina smarnego, mozliwe sposoby realizacji smarowania hydrodynamicznego, tj. efekt wyciskania smaru
oraz efekt kurczacej si¢ powierzchni w kierunku ruchu.

Natomiast innym zagadnieniem jest sposob rozwigzania uzyskanego réwnania (rownan rézniczkowych). Istnieja dwa
podstawowe metody rozwiazywania tego rodzaju rownan:

— analityczne,

—  numeryczne.

Uzyskanie analitycznego rozwigzania rownan rézniczkowych moze by¢ dosyé ztozone, a niekiedy nawet niemozliwe.
W bardzo duzym odsetku przypadkéw nie mozna stosowa¢ metod analitycznych poniewaz réwnania opisujace proces sa
czesto tak skomplikowane, ze przy danych warunkach jednoznaczno$ci nie sg rozwigzywalne. Czesto zdarza sie,
ze analityczne rozwigzanie roOwnania jest mozliwe tylko przy zastosowaniu takich przyblizen, w nastgpstwie ktorych
rozwigzanie traci praktyczng uzytecznosc.

Metody numeryczne rozwigzywania rownan rozniczkowych oparte sa na interpretacji geometrycznej réwnania
rézniczkowego. Metody numeryczne pozwalaja na formulowanie matematycznych probleméw i rozwigzywanie ich
w efektywny sposob. Ich cecha charakterystyczng jest zastapienie zwykle pracochtonnych obliczen innymi metodami,
wymagajacymi zastosowania arytmetycznych dzialan. Przed rozwojem przemystu komputerowego najwiccej czasu
poswigcano na rozwigzywanie problemow (rozwigzywanie rownan algebraicznych, rézniczkowych), a znacznie mniej czasu
poswigcano na samo formutowanie problemu i interpretacje wynikow. Bylo to efektem trudnosci w otrzymywaniu
rozwigzan. Obecnie komputery i metody numeryczne stanowig alternatywe dla metod tradycyjnych.

Wykorzystujac komputery nie jesteSmy zmuszeni do robienia wielu zatozen upraszczajacych co zwigksza mozliwosé
rozwigzywania ztozonych problemow.
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