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METODA WARIACYJNA FORMULOWANIA MODELI SYSTEMOW DYNAMICZNYCH W MECHANICE
STRESZCZENIE

Ogolnie rzecz ujmujqc, wyroznia sie dwa podstawowe rodzaje badan naukowych w celu uzyskania modelu matematycznego,
tj. metoda opisowa oraz metody analityczne. Z ich wykorzystaniem uzyskuje si¢ dwa rézne rodzaje modeli matematycznych:
modele opisowe oraz modele przyczynowe. W mechanice wykorzystywane sq glownie modele przyczynowe, ktore ‘wnikajg’
w przyczyny obserwowanego zjawiska, tzn. pozwalajq poznaé jego mechanizm fizyczny. Wyroznia sig przy tym dwie metody
budowy tych modeli, a mianowicie bilansowq (réwnania bilansowe) oraz wariacyjng (rownania wariacyjne). Zagadnienia
zwigzane z budowq poszczegolnych rodzajow modeli przedstawiono w dwoch powigzanych ze sobg artykutach. Niniejszy
arykut dotyczy zagadnien zwigzanych z budowg modelu przyczynowego z wykorzystaniem metody wariacyjnej.
W szczegodlnosci zas, przedstawiono proces tworzenia tego rodzaju modelu na przyktadzie wahadfa matematycznego.
Natomiast w pierwszym z wymienionych artykutow zaprezentowano budowe modelu opisowego oraz modelu przyczynowego
do budowy ktorego wykorzystano metode bilansowg.

Stowa kluczowe: modelowanie, metoda wariacyjna, mechanika, systemy dynamiczne

VARIATIONAL METHOD OF BUILDING DYNAMICAL SYSTEM MODELS IN MECHANICS

SUMMARY

Generally, we can distinguish two main types of research enables to receive a mathematical model: qualitative and
quantitative. Using these methods we can obtain two different types of mathematical models: descriptive and explanatory
models respectively. In mechanics, we mainly use the explanatory models, which indicate a cause-effect relationship in the
studied phenomenon. We could distinguish two fundamental methods of developing the explanatory models, namely: balance
(balance equations) and variational methods (variational equations). This paper deal with the explanatory model obtained by
means of the variational method. Particularly, based on the exemplar of the mathematical pendulum the creation process of
such model is presented.

Keywords: modeling, variational method, mechanics, dynamical systems

1. WPROWADZENIE

W XVII wieku rachunek rézniczkowy i catkowy stat si¢ podstawa budowy modeli matematycznych w fizyce, a takze
w innych dziedzinach inzynierskich, np. w mechanice. Powszechnie znany jest spor pomigdzy Newtonem i Leibnizem
o autorstwo nowej dziedziny matematyki. W Europie nikt nie chciat uwierzy¢, ze Newton kilkanascie lat przed Leibnizem
miat tak duze dokonania w rachunku rézniczkowym i catkowym. Newton, ktory nazywal osiagniecia w tym zakresie
fluksjami i kwadraturami, swoich wynikow nigdy nie opublikowal. Z tego wzgledu trudno byto udowodni¢, ze wezesniej od
Leibniza uzyskal on tak istotne dla nauki wyniki. Newton uwazat, ze Leibniz musiat co$ zaczerpna¢ z jego rgkopisow, kiedy
odwiedzit Angli¢ (nie spotkali si¢ osobiscie, ale Leibniz konferowat z ludZzmi posiadajagcymi pewne prace Newtona).
W 1691 roku Jan Bernoulli, mtody szwajcarski matematyk spotkat nieco starszego francuskiego markiza de L’Hopital’a [1].
Bernoulli pokazat swoj niepublikowang prace dotyczaca promienia krzywizny dowolnej krzywej. Szwajcar byt w tym okresie
najwybitniejszym w Europie ekspertem, znajacym nowe metody rachunku rézniczkowego i catkowego Leibniza. Markiz de
L’Hopital zaczal bra¢ u Bernoulliego lekcje, a po trzech latach zaproponowal nastepujacy uktad: bedzie Szwajcarowi
wyplacat pensje¢ roczng wysokosci co najmniej 300 éwczesnych liwréw w zamian za mozliwo$¢ dyskretnego otrzymywania
czesci jego wynikow naukowych wraz z mozliwoscia publikowania ich przez markiza jako wiasne. W 1696 roku de
L’Hopital opublikowat anonimowo pierwszy podrecznik rachunku rézniczkowego i catkowego Analyse des infiniment petits
pour l'intelligence des lignes courbes (‘Analiza nieskonczenie matych w celu badania linii krzywych’). Wowczas to umowa
miedzy Bernoulli’m i L’Hopital’em stala si¢ niewazna, i to pomimo faktu, ze w przedmowie de L’Hopital zadeklarowat
ogolnikowo, iz wiele zawdzigcza Janowi Bernoulliemu. Co prawda de L’Hopital nigdy nie twierdzil, Ze jest odkrywca tej
metody, jednakze opublikowal ja bez skonsultowania si¢ z Bernoullim. Dzisiaj kazdy kto uczyt si¢ o granicach funkcji,
musiat si¢ zetkna¢ z reguta de L’Hopital’a , ktora wymyslit Jan Bernoulli, ale po dzi§ dzien wszyscy nazywaja ja reguta de
L’Hopitala.
Znajomos$¢ rachunku rézniczkowego i calkowego umozliwiata rozwigzywaé w sposob systematyczny rézne problemy
zwigzane z osigganiem maksimum albo minimum danej funkcji. Pojawily si¢ takze problemy bardziej ogdlne, w ktdrych
szukano nie jakiego$ punktu na krzywej, ale samej krzywej. Przyktadowo, mamy zadane dwa punkty i interesuje nas, jaka
krzywa nalezy potaczy¢ dwa punkty, aby koralik nanizany na krzywa i $lizgajacy si¢ bez tarcia dotart do punktu potozonego
nizej w najkrotszym czasie. Mozemy sobie wyobraza¢ rézne krzywe i dla kazdej sprawdzacé, ile czasu zajmie koralikowi
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przebycie catej drogi. To jest wlasnie problem brachistochrony — czyli krzywej najkrotszego spadku. W roku 1696 Jan
Bernoulli znalazt rozwigzanie i nie opublikowat go, lecz rozestat on prosbe o rozwigzanie tej zagadki do ‘najwybitniejszych
matematykow na $wiecie’, jednocze$nie ustalit termin — sze$¢ miesiecy — na nadestanie rozwigzania [3].

Na tak sformutowane zagadnienie odpowiedzi nadestato czterech najwybitniejszych matematykow w owczesnym $wiecie,
a mianowicie Leibniz, de L'Hopital, Newton oraz Jakub starszy brat Jana Bernoulli’ego.

Leibniz nie tylko rozwiazal problem, ale podat (prawidlowo!) nazwiska wszystkich matematykow, ktorzy z nim si¢ uporaja.
Newton, bedacy juz w nienajlepszej kondycji psychicznej, po otrzymaniu wyzwania zamknat si¢ na calty wieczor w swojej
pracowni i wyszedl z niej o czwartej rano z gotowym rozwigzaniem. Natomiast istnieja podejrzenia, ze Jakub Bernoulli
zapoznal si¢ z rozwigzaniem brata jeszcze przed ogloszeniem konkursu.

Rozwiazania zostaly opublikowane w ‘Acta Eruditorum’ w 1697 roku. Na ich podstawie powstata specjalna gataz
matematyki, tzw. rachunek wariacyjny, badajaca w sposob systematyczny rdézne zagadnienia tego typu.

W [4] zaprezentowano dwie podstawowe metody tworzenia modeli matematycznych w mechanice, a mianowicie:

—  metode¢ opisowa, za pomocg ktorej uzyskuje si¢ model opisowy,

— metody analityczne, za pomoca ktorych uzyskuje si¢ model przyczynowy.

Z kolei modele przyczynowe mozna zbudowaé za pomoca metody bilansowej oraz metody wariacyjnej.

Metoda bilansowa zaprezentowana w [4] jest procedurg tworzenia modeli przyczynowych systeméw dynamicznych
w mechanice z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego i catkowego, a polegajaca na bilansowaniu wielko$ci, ktore
podporzadkowane sa zasadom zachowania.

Natomiast metoda wariacyjna polega na tworzeniu modeli przyczynowych systemoéw dynamicznych w mechanice
z wykorzystaniem rachunku wariacyjnego, ktoérego celem jest znajdowanie funkcji, ktora minimalizuje funkcjonat (catke
w zagadnieniu wariacyjnym).

Metody analityczne za pomoca ktorych uzyskuje si¢ model przyczynowy umozliwiaja ‘wniknigcie’ W przyczyny
obserwowanego zjawiska, tzn. pozwalaja pozna¢ jego mechanizm fizyczny.

Celem niniejszego artykulu jest zaprezentowanie metod wariacyjnej, przy czym proces tworzenia modelu przyczynowego
przedstawiono na przyktadzie wahadta matematycznego.

2. RACHUNEK WARIACYJINY

W celu zaprezentowania istoty rachunku wariacyjnego, ktorego nazwe zaproponowat Euler, rozpatruje si¢ ruch kulki o
masie m po torach o réznych ksztattach (zjezdzalniach):
— 0 linii prostej (réwna pochyla) (rys. 1a),
— o linii wklestej (rys. 1b),
— o linii wypuktej (rys. 1c).

Rys. 1. Tory o linii: a) prostej; b) wklestej; ¢) wypuklej

Wszystkie kulki startujg z tej samej wysokosci h, a wiec umieszczajgc kulki na szczytach poszczegdlnych zjezdzalni, nadaje
sie im takie same energie potencjalne E,:

E, =mgh 1)
gdzie:
m — masa kulki,
g — przyspieszenie grawitacyjne,
h — wysoko$¢ §rodka cigzkoéci kulki.

Podczas ruchu w dot energie potencjalne kulek maleja Ep (zmniejsza si¢ wysoko$¢ h — rys. 2), a rosng ich energie kinetyczne
Ex, tj. zwigzane z ich predkos$cia v. A zatem dochodzi do zamiany energii potencjalnej Ep w kinetyczng Ex:

E, = %mv2 2

gdzie:
Vv — predkos¢ kulki.
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Rys. 2. Schemat ruchu kulek po torach
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Zgodnie z zasada zachowania energii energie kinetyczne Ek poszczegdlnych kulek musza by¢ sobie rowne na koncu toru
zjezdzalni, za$ ich energie potencjalne E, s rowne zeru (wysoko$¢ h = 0). Poniewaz masy m kulek sg jednakowe, wigc ich
predkosci v u podndza rowni sg takie same. Sformulowanie zasady zachowania energii mechanicznej mowia nam, Zze
w dowolnym ruchu przebiegajacym bez tarcia (i innych strat energii) energia mechaniczna ukladu izolowanego jest
stata: E,, =const. Ze statosci energii mechanicznej wyniknie nam, ze:

E, + Ey = const
Oznacza to, ze w potozeniu przedstawianym na rysunku 2:
E, = mgh, oraz E, = %mvﬁ
Ruch kulek spowodowany jest sktadowa P sity cigzkosci Q=mg rownolegta do toru. Predkosci vy wszystkich trzech kul sg
takie same, natomiast drogi sx; przez nie przebyte juz nie (rys. 3).

Na réwni pochylej sita P sily ma stala warto$¢, a wigc zgodnie z II zasada dynamiki Newtona kulka uzyskuje stale
przyspieszenie a, a jej predko$¢ v jednostajnie wzrasta.

N
N\

le sx2 sx3

Rys. 3. Wartosci drég (w poziomie) pokonywanych przez kulke

Ze wzgledu na zmienny ksztalt toru na zjezdzalniach o linii wklgstej i wypuktej napedzajaca sita P zmienia swoja wartos$c.

Na poczatku ruchu na zjezdzalni:

— o linii wklgstej, przyspieszenie a kulki szybko si¢ zwigksza, aby w nastepnej fazie — podczas jazdy ‘na ptaskiej czgsci’ —
stopniowo si¢ zmniejszac,

— o linii wypuktej, przyspieszenie a kulki zwicksza si¢ bardzo wolno, aby w nastgpnej fazie — podczas jazdy ‘na stromej
czesei’” — szybko si¢ zwickszacé.

Jak juz wykazano - predkosci v wszystkich trzech kul na tej samej wysokosci hy sg takie same, natomiast drogi sx; przez nie

przebyte sg rozne. A to oznacza, ze czas t,; pokonywania poszczegdlnych odcinkdéw zjezdzalni sx; jest tez rozny:

tyi = = (3)

Pojawia si¢ zatem pytanie o tor, po ktérym powinna poruszaé si¢ kulka pod wptywem dziatania sity ciezko$ci, aby jak
najszybciej potaczy¢ dwa punkty w przestrzeni, czyli problem sformutowany przez Jana Bernoullie’go.

Rozwigzaniem okazata si¢ krzywa najszybszego spadku zwana cykloida, a wlasciwie odwrocony do gory nogami fragment
cykloidy. Cykloida zwyczajna jest krzywa, ktora kresli punkt kota toczacego si¢ po innym kole. Krzywa ta od dawna
intrygowata matematykow ze wzgledu na wiele ciekawych wlasno$ci matematycznych. Galileusz, od ktorego pochodzi
nazwa cykloida, wskazywat, Ze jest ona tukiem o najwiekszej wytrzymatos$ci na obcigzenie.

Odwrécony do gory nogami fragment cykloidy, czyli krzywa najszybszego spadku zostala nazywa przez Jakuba
Bernoulli’ego brachistochrong (rys. 4). Nazwa ta pochodzi od greckich stéw: brachistos — najkrétszy, chronos — czas.
Wiasciwosci brachistochrony czesto sg wykorzystywane w praktyce, np. do planowania toru lotu proméw kosmicznych, aby
osiagnety wymagana wysoko$¢ w najkrotszym czasie, zuzywajac przy tym jak najmniejszg ilos¢ paliwa.

Zaprezentowany problem tzn. ’znalezienia rownania krzywej, po ktorej porusza si¢ punkt materialny pod wplywem sity
cigzkosci, a ktora ma wilasno$é zminimalizowania czasu podrozy pomiedzy dwoma, dowolnie zadanymi, punktami’ dobrze
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ilustruje podstawowe zagadnienie rachunku wariacyjnego, jakim jest znalezienie ekstremum (praktycznie zawsze to bedzie
minimum) funkcjonatu. Funkcjonaly sg to pewne uogdlnienia funkcji, ktore jako argument maja zwykte funkcje. Zadaniem
jest znalezienie takich funkcji, dla ktorych funkcjonat jest ekstremalny, tzn. jest minimalny badZ maksymalny.

Rachunek wariacyjny jest bardzo przydatnym narzedziem mogacym postuzy¢ do rozwigzywania wielu problemow
praktycznych, nie tylko z zakresu mechaniki.

W problemie brachistochrony (rys. 4a):

—  zmienna niezalezna X jest to odlegto$¢ ‘w poziomie” pomiedzy potozeniami punktow A i B,

—  zmienna zalezna Yy =y(X) jest to odlegto$¢ ‘w pionie’ pomigdzy potozeniami punktow A i B.

a) b) c)
y y Ya (X,
A, ) AGK, ) aal _
ds ds Ys
dy
y
B(Xm: Ym) B (Xm: Ym) L G Ym)
X X _JLax X
Rys. 4. Krzywa najszybszego spadku: a) wiezy na ruch; b) przyrost drogi; ¢) przyrosty przemieszczen dla obu
wspoélrzednych

Punktami pomiedzy ktorymi przebiega droga catkowania sa punkty ‘startu’ A o wspolrzednych (X, Ys) oraz ‘mety’ B 0
wspdtrzednych (Xn, Ym) bedace rownoczes$nie wigzami narzuconymi na ruch: ys = y(Xs), Ym = Y(Xm)-
Zadaniem do rozwigzania jest znalezienie rdwnania krzywej y = y(x), ktore musi spetnia¢ narzucone wigzy i minimalizuje
catkowity czas T podrozy przedstawiony w postaci calki:
_ (T _ (*mYm

T=[dt= fxs’ys de 4)

Na nieskonczenie krotkiej drodze ds (rys. 4b), predkos¢ v jest w przyblizeniu stata, wigc:
ds XmYm ds

de = v =>T= fxs Vs v (5)

Warto$¢ predkosci v mozna wyznaczy¢ z prawa zachowania energii w polu grawitacyjnym:
%mv2 = —mgh (6)

skad po przeksztatceniu:

v=v(y) =29(@s —y) (7

Z kolei (rys. 4c):

= JdxZ +dy? = 1+(3—Z)2dx )

Po podstawieniu (7) oraz (8) do (5) uzyskuje si¢ ostatecznie:

2 2
— fxm Ym 1+(%) x = XmYm 1+(%) (9)
Xs¥s  \2905-y) \/_ X5 s y

Okreslenie krzywej najszybszego spadku, to wybranie, sposrod nieskonczenie wielu mozliwych trajektorii taczacych punkt A
o wspoétrzednych (X, Ys) Z punktem B o wspotrzednych (X, Ym) tej, ktora minimalizuje uzyskane wyrazenie (9).
Przedstawiony problem ilustruje najprostszy przypadek rachunku wariacyjnego, kiedy mamy do czynienia:

—  zjedna funkcja F:

Fly,y) = # (10)

—  jedna zmienng zalezng y=y(x),
—  bedaca funkcja (tylko !) jednej zmiennej niezaleznej x
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W danym przypadku funkcja (10) zalezy od obu zmiennych, tj. zaleznej y oraz niezaleznej x, a takze od pochodnej dy/dx.
Ogolne sformutowanie problemu wariacyjnego sprowadza si¢ do znalezienia y=y(x) dla ktorej funkcjonat J, okreslony jako:

J= f;; F (y(x),i—z,x) dx (11)

przyjmuje warto$¢ ekstremalna.
Euler sprowadzil problem wariacyjny do rownan r6zniczkowych.
Niech dana jest funkcja F(y(x),p’(x),x) i dwa punkty A(Xy,y1) i B(X2,Y2) (rys. 5a) takie, ze y1=Y(X1) i Y2=Y(Xo).

a) b)
y y
Ax,p) Ay)
y(x)
B(x, B(X,,
(x2 yz) y(X) (X2 y2)
X - X

Rys. 5. Schemat problemu wariacyjnego: a) wiezy na ruch; b) krzywe rézniczkowalne

Woweczas catka przedstawiona rownaniem (11) ma minimum lub maksimum dla pewnej rézniczkowalnej krzywej y(X) 0
poczatku w punkcie A i koncu w punkcie B, jesli dla kazdej innej, bliskiej, rozniczkowalnej krzywej y¥(x) (rys. 5b) o tych
samych koncach osigga odpowiednio warto$¢ wigksza lub mniejsza.

Rownania wprowadzone przez Eulera i Lagrange'a s podstawowag formulg rachunku wariacyjnego. Mowig one o tym,
ze jesli funkcjonat ma postac:

S= f:;L(x(t),x’(t), t)de (12)
to rozwigzaniem rownania Eulera-Lagrange'a:
d oL\ oL _
ai(a) —5 =0 (13)

sa funkcje X(t) dla ktorych S jest stacjonarne, tzn., ze dla niewielkich odchylen X(t), S zmienia sie nieznacznie. Jest to
warunek konieczny, aby S przyjmowato dla x(t) ekstremum.
W mechanice klasycznej rownania (12) i (13) opisuja ruch qy(t) uktadu ciat i przyjmujg posta¢ odpowiednio:

S =JLqq,0dt (14)
oraz:
d (oL aL _
2Go)—s==0 (15)

gdzie L(qq, ", Gn; q1, " » 4n; t) jest funkcjg Lagrange'a (lagranzjanem) opisujaca rozwazany uklad, za$ qj sg wspotrzednymi
uogolnionymi.

Wspotrzedne uogoélnione qj sa wspolrzednymi niezaleznymi od siebie, opisujace jednoznacznie potozenie uktadu
W przestrzeni (minimalna liczba wspétrzednych potrzebnych do opisu polozenia uktadu). W przeciwienistwie do Eulera
i d’Alemberta, ktorzy rozwazali z osobna ruch kazdego ciata tworzacego badany uktad, Lagrange opisal zachowanie uktadu
ciat za pomoca pewnej liczby zmiennych, w ilosci rownej liczbie stopni swobody danego uktadu ciat. Prowadzi to w prostej
drodze do teorii uktadow dynamicznych, a bezposrednim wnioskiem z teorii Lagrange’a jest zasada najmniejszego dziatania.

Irlandzki matematyk Hamilton sformutowat zasad¢ najmniejszego (stacjonarnego) dziatania, ktora mowi, ze: *sposrod wielu
mozliwych ruchow uktadu mechanicznego fizycznie realizowany jest ten, w ktorym dzialanie S przyjmuje najmniejsza
warto$¢’.

Wyznaczenie funkcji L, ktora minimalizuje funkcjonat S z rownania (14) jest zadaniem rachunku wariacyjnego. Zasada
najmniejszego dziatania Hamiltona jest najbardziej ogdlnym sformutowaniem praw ruchu systeméw mechanicznych.
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Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen matematycznych, opisanych m.in. w [2], z zasady najmniejszego dziatania
uzyskuje si¢ model dynamiczny mechanicznego systemu konserwatywnego (w ktorym nie zachodzi rozpraszanie energii)
w postaci rownan Eulera-Lagrange'a.

Lagrange zauwazyl, ze energia kinetyczna Ej i energia potencjalna E,, ukladu daja si¢ opisa¢ za pomocg tych zmiennych
i odpowiedniego rdwnania rézniczkowego. Dla konserwatywnych systeméw mechanicznych, w ktérych ruch odbywa sie
w polu potencjalnym i wszystkie sily sa sitami potencjalnymi, funkcja Lagrange'a wyrazona za pomoca wspoirzednych
uogoblnionych przyjmuje postac:

L(q; q, t) = Ek (q: q, t) - EP (q: t) (16)
gdzie:
E; — energia kinetyczna systemu mechanicznego,

E,, — energia potencjalna systemu mechanicznego.
Woweczas rozwigzanie przyjmuje posta¢ opisang rownaniem (15).

3. Model przyczynowy ruchu wahadla matematycznego

Rozpatruje si¢ ruch wahadla matematycznego (rys. 6) o masie m zamocowanego na niewazkim precie o dhugoscei I.
Zadaniem jest wyznaczenie rownania Eulera-Lagrange'a czyli rownania opisujacego ten ruch.

Q=mg

powierzchnia Ziemi
Rys. 6. Schemat wahadla matematycznego — metoda wariacyjna

W celu okreslenia wartosci funkcji Lagrange'a L:

L(p,¢,t) = Ex, — Ep 17)
gdzie wspotrzedna uogolniona (16) q = @, wyznacza si¢ energi¢ kinetyczng Ej oraz energi¢ potencjalng E, wahadfa
matematycznego.

Energi¢ kinetyczng Ej, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
Ey = 5m(i? +3?) (18)

Z rysunku 6 wynika, ze:

Vx? +y? =1=const (19)

oraz:
sin¢=%=>x=lsin<p (20)
cosga:%:y:lcosga (21)
Pochodne od przemieszczen x 0raz y wynosza odpowiednio:
'=%=g—;2—f=l¢cos<p (22)
93

L e

POLITECHNIKA =14
GDANSKA  STUKNUT'15




MECHANIK 10/2015
| Konferencja ,,Osiagniecia Studenckich Kot Naukowych Uczelni Technicznych” STUKNUT’15
Politechnika Gdanska, Wydzial Oceanotechniki i Okretownictwa, POGORIA, 24.04 — 06.05.2015

_dy _ dyodp _

y= a3 ot —lpsing (23)
Podstawiajac x (22) oraz y (23) do zaleznosci (15) uzyskuje sie:
E, = %m(lng2 cos? @ + [?¢?sin? @) = %mlng2 (24)
Natomiast energi¢ potencjalng E, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
E, = —mgh (25)
Z rysunku 6 wynika, ze:
cos<p=¥ = h=1(1-cosy) (26)
Podstawiajac h (26) do zaleznosci (25) uzyskuje sig:
E, = —mgl(1 —cos o) 27)

Z kolei podstawiajac uzyskane zaleznosci na energie kinetyczng Ej, (24) oraz na energi¢ kinetyczng Ej, (27), lagranzjan (17)
przyjmie postac:

L(p,¢,t) = émlz(j)z + mgl(1 — cos ¢) (28)

Nastepnie oblicza si¢ kolejno pochodne od L (28) w zalezno$ci na dziatanie S:

oL a . .

i =3 Emlzqoz —mgl(1 - cos (p)] =mglsing (29)
j—; = % Emlz(pz -mgl(1 - cos<p)] =ml¢ (30)
4oL _d 1o) = mi2a
L2 L i) = mi%g @

Jak juz wzmiankowano, spelienie rownania Eulera—Lagrange’a (15) jest warunkiem koniecznym na to, aby funkcjonat S
(14) miat ekstremum. Podstawiajac uzyskane zalezno$ci pochodne od L (29) i (31) do zalezno$ci warunkujacej spetnienie
réwnanie Eulera—Lagrange’a (15), uzyskuje sie:

ml2gp" —mglsing =0 (32)
Nastepnie dzielac obie strony réwnania (32) przez m - [? uzyskuje sie zalezno$é:

¢ — %sin =0 (33)

Otrzymane roéwnanie jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym, ktdrego $ciste rozwigzanie jest dos¢ ztozone.
W przypadku przyjecia zalozenia matego wychylenia wahadta ¢ — 0, wowczas:

sin¢m<p=><p+%-<p=0 (34)
uzyskuje si¢ liniowe rownanie rdézniczkowe drugiego rzgdu:
P+aw?-p=0 (35)

Jest to znane roéwnanie oscylatora harmonicznego bez tlumienia, w ktéorym @ jest czgstoscia kotowa (wzor na predkosé
katowa jest identyczny ze wzorem na czgstos¢ kotowa ruchu drgajacego - istnieje $cista odpowiednio$¢ migdzy ruchem po
okregu, a ruchem drgajacym harmonicznym):

w= |2 (36)

Uzyskany opis matematyczny zachowania si¢ wahadta matematycznego w dowolnej chwili, czyli rownania jego ruchu, ma
taka sama postaé jak w przypadku uzyskania tego opisu za pomocg metody bilansowej, co przedstawiono w [4].
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Oznacza to, ze zard6wno metoda bilansowa jak i zaprezentowana metoda wariacyjna pozwala uzyska¢ takie same analityczne
rozwigzania zadan z zakresu mechaniki.

4. PODSUMOWANIE

Mechanike klasyczna nazywa si¢ czesto mechanika Newtonowska. Od czasu sformowania jej podstaw przez Newtona
ulegata ona ciggle doskonaleniu. Rozwinigte przez Eulera i Lagrange'a metody rozwiazywania probleméw mechaniki
doprowadzity do sformulowania tzw. mechaniki lagranzowskiej. Dzigki ich wspolpracy powstal rachunek wariacyjny.
Mechanika lagranzowska zdobyta sobie popularno$¢ wsréd naukowcow ze wzglgdu na jej zdolno$¢ analizowania
skomplikowanych problemow, ale przede wszystkim ze wzgledu na wyjatkowa elegancje, prostote sformutowania
1 matematyczng spojnos¢.
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