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Komputerowe metody optymalizacji proceséw decyzyjnych
w przedsiebiorstwie produkcyjnym

Computer optimization methods of decision processes

AGNIESZKA MAZUR-DUDZINSKA
JACEK DUDZINSKI*

Artykut ma na celu scharakteryzowanie modelu programowa-
nia liniowego oraz omowienie przyktadowego zastosowania
tego modelu do optymalizacji wielkosci produkcji w matej
firmie z branzy zbrojeniowej. Wykorzystanie metod i narzedzi
badan operacyjnych w praktyce inzynierskiej oraz menedzer-
skiej moze skutecznie wspomoc, utatwic i przyspieszy¢ pro-
ces podejmowania decyzji.

SLOWA KLUCZOWE: badania operacyjne, modele optymaliza-
cyjne, programowanie liniowe, komputerowe narzedzia opty-
malizacji

The paper aims to describe the linear programming model and
to sample the application of the linear programming model
to optimize the production volume in a small company from
the armaments industry. Using the methods and tools of op-
erational research in engineering and managerial practice
can effectively help, greatly facilitate and accelerate decision-
making.

KEYWORDS: operation research, optimization models, linear
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Podejmowanie decyzji w praktyce gospodarczej jest
procesem ztozonym, wymagajgcym doktadnego przeana-
lizowania sytuacji, ustalenia kryteriéw wyboru rozwigzania
i poszukiwania rozwigzan optymalnych. Proces ten obej-
muje nastepujace etapy [1, 2]:

e sformutowanie problemu decyzyjnego, czyli opis sytu-
acji decyzyjnej;

e budowa modelu matematycznego opisanej sytuacji de-
cyzyjnej;

e wybor odpowiedniego algorytmu wyznaczania rozwia-
zania optymalnego oraz rozwigzanie zadania;

e analiza wrazliwosci rozwigzania zadania optymalizacyj-
nego;

o weryfikacja modelu;

e wdrozenie rozwigzania.

W artykule scharakteryzowano model programowania
liniowego oraz omoéwiono zastosowanie tego modelu
w przedsiebiorstwie produkcyjnym. Jako przyktad zbudo-
wano model programowania liniowego w celu wyznacze-
nia optymalnej struktury produkcji w matej firmie produk-
cyjnej z branzy zbrojeniowej, a nastepnie rozwigzano ten
problem decyzyjny z uzyciem narzedzia Solver w arkuszu
kalkulacyjnym Excel.

Model programowania liniowego

Najprostszymi modelami decyzyjnymi sg statyczne mo-
dele liniowe z jednym kryterium wyboru decyzji. Szeroko
stosowang metodg poszukiwania rozwigzania optymalne-
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go dla tego typu modeli jest programowanie liniowe. Meto-
de te stosuje sie np. do wyznaczania optymalnej (z punktu
widzenia maksymalizacji zysku lub minimalizacji kosztéw)
struktury produkcji przy ograniczonych zasobach srodkéw
produkcji. Problem ten mozna zapisa¢ w postaci modelu
matematycznego, obejmujgcego funkcje celu (1), warunki
ograniczajgce (2) oraz warunki brzegowe (3):

¢'x - max
Ax<b lub
x>0

¢'x — min (1)
Ax>b 2)
x>0 (3)

gdzie:
wektor zmiennych decyzyjnych
xn] — (np. wielkosci produkcji j-tego
wyrobu);

wektor parametrow funkgji celu

(np. ¢; — jednostkowy zysk osig-

gany na j-tym wyrobie w mode-

] _ lach maksymalizujgcych funkcje

Cn kryterium lub jednostkowy koszt

ponoszony przy produkgji j-tego

wyrobu w modelach minimalizu-
jacych funkcje kryterium);

macierz parametréw (np. a; — zu-
A= _ zycie i-tego surowca (i=1, ..., m)
na jednostke j-tego wyrobu
mi e g G=1, .., n);

wektor ograniczen (np. b; — za-

T _ —
b =[5 b . 8] sOb i-tego surowca).

W przypadku gdy zmienne decyzyjne muszg przyjmo-
wac wartosci catkowite lub zerojedynkowe, do warunkow
brzegowych (3) dopisuje si¢ dodatkowe warunki (x;eC
lub x; € {0; 1}).

Budujgc model matematyczny, nalezy najpierw precy-
zyjnie okresli¢ zmienne decyzyjne, poniewaz za ich po-
mocg identyfikuje sie konkretne decyzje. Warunki brze-
gowe okreslajg zakres wartosci, jakie mogg przyjmowac
zmienne decyzyjne. Funkcja celu opisuje kryterium po-
dejmowania decyzji. Warunki ograniczajgce opisujg nato-
miast pewne ograniczenia, ktore trzeba uwzgledni¢ w po-
szukiwaniach rozwigzania problemu.

Poszukiwanie rozwigzania zadania programowania linio-
wego polega na wyznaczeniu w pierwszym kroku tzw.
zbioru rozwigzan dopuszczalnych, czyli zbioru wartosci
zmiennych decyzyjnych spetniajgcych warunki ograni-
czajgce i brzegowe, a nastepnie — na znalezieniu takiego
rozwigzania dopuszczalnego, ktore zapewnia optymalng
wartos¢ funkgji celu.

Uniwersalng i najbardziej rozpowszechniong metodg
rozwigzywania zadan programowania liniowego z dowolng
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liczbg zmiennych decyzyjnych jest metoda simpleks [4].
Algorytm simpleks jest metodg iteracyjng i polega na ba-
daniu kolejnych rozwigzan bazowych (rozwigzan dopusz-
czalnych) w taki sposéb, ze [5]:

e znajduje sie (dowolne) rozwigzanie bazowe,

e sprawdza sie, czy rozwigzanie jest optymalne,

e jezeli biezgce rozwigzanie nie jest optymalne, konstru-
uje sie nastepne rozwigzanie bazowe (lepsze lub przynaj-
mniej nie gorsze od poprzedniego).

Postepowanie powtarza sie do momentu znalezienia
rozwigzania optymalnego, czyli takiego, ktérego nie moz-
na juz poprawic¢. Metoda simpleks czesto wymaga spo-
rej liczby iteracji, a wiec jest do$¢ pracochtonna, dlatego
w praktyce do jej zastosowania konieczne sg odpowied-
nie programy komputerowe.

Przyktad zastosowania programowania liniowego

Przyktadowy model optymalizacyjny dotyczy matej fir-
my produkcyjnej, ktéra zajmuje sie wytwarzaniem trzech
rodzajow palnych oston mozdzierzowych tadunkéw mio-
tajgcych (kaliber 60, kaliber 98, kaliber 120) oraz tektury
palnej. Problem decyzyjny zdefiniowano jako poszuki-
wanie ilosci poszczegolnych produktow (wyprodukowa-
nych w ciggu miesigca) optymalnych z punktu widzenia
maksymalizacji przychoddéw firmy, przy zatozeniu: ogra-
niczonych zasobow surowca, ograniczonego czasu pracy
maszyn i ludzi oraz wymaganej wielkosci zamowien. Nie-
zbedne informacje uzyskane z firmy — dotyczace jednost-
kowego zuzycia surowca oraz czasu pracy maszyn i ludzi
potrzebnego do wyprodukowania jednostki poszczegol-
nych produktéw — zestawiono w tabl. I.

TABLICA |. Jednostkowe zuzycie surowca oraz jednostkowy
czas pracy maszyn i ludzi

Ostona palna Tektura
Kaliber 60, | Kaliber98, | Kaliber 120, | Palna,

tys. szt. tys. szt. tys. szt. tys. szt.
Surowiec, kg 2 13 9 80
Czas pracy
maszyn, h 67 67 34 67
Czas pracy
pracownikéw, 77 77 44 67
roboczogodziny

Wiadomo réwniez, ze: miesieczny zaséb surowca
wynosi 300 kg, maszyny mogg pracowa¢ maksymailnie
660 h w miesigcu, a ludzie — 540 h (przy produkcji firma
zatrudnia trzy osoby, ktére pracujg po 180 h w miesigcu).
Ze wzgledu na podpisane umowy zaktad musi wyprodu-
kowac¢ co najmniej 1500 sztuk oston palnych kaliber 60
i co najmniej 1000 sztuk oston palnych kaliber 98. Cena
za 1000 sztuk kazdego z produktéw wynosi odpowiednio:
16 tys. zt za ostony palne kaliber 60, 27 tys. zt za ostony
palne kaliber 98, 46 tys. zt za ostony palne kaliber 120 i 95
tys. zt za tekture palna.

Problem decyzyjny mozna zapisa¢ w postaci modelu
matematycznego. Zmienne decyzyjne to: x; — wielko$¢
produkcji (na miesigc) oston palnych fadunku mozdzie-
rzowego kaliber 60 (w tys. sztuk), x, — wielko$¢ produk-
cji (na miesigc) oston palnych tadunku mozdzierzowego
kaliber 98 (w tys. sztuk), x; — wielko$¢ produkcji (na mie-
sigc) oston palnych tadunku mozdzierzowego kaliber 120
(w tys. sztuk), x, — wielko$¢ produkcji (na miesigc) tektury
palnej (w tys. sztuk). Kazda ze zmiennych decyzyjnych
musi przyjmowac wartosci nieujemne, co opisujg warunki
brzegowe postaci: x; = 0; x, 2 0; X3 = 0; x, = 0. Zatozenia
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dotyczagce zuzycia i zasobdéw podstawowego surowca,
czasu pracy maszyn i pracownikéw produkcyjnych oraz
wymogow co do wielkosci produkgji niektorych produktow
tworzg warunki ograniczajgce zadania programowania
liniowego i zostaty zapisane w postaci nastepujgcych nie-
réwnosci:
e 2x; + 13x, + 9x3 + 80x, < 300 kg — warunek dotyczacy
surowca,
® 67X, + 67X, + 34X5 + 67x, < 660 h — warunek dotyczacy
czasu pracy maszyn,
o 77X, + 77X, + 44X5 + 67X, < 540 roboczogodzin — waru-
nek dotyczgcy czasu pracy pracownikow,
e x; = 1,5 tys. szt. — warunek dotyczgcy minimalnej ilosci
produktu X,
e X, =2 1 tys. szt. — warunek dotyczacy minimalnej iloSci
produktu X.

Celem przedsiebiorstwa jest osiggniecie jak najwiek-
szego przychodu ze sprzedazy, co zostato zapisane
w postaci funkcji celu:

f(x) = 16X, + 27x, + 46x; + 95x, — max

Aby komputerowo rozwigzaé takie zadanie programo-
wania liniowego, nalezy model matematyczny zapisac
w odpowiedni (tabelaryczny) sposob w arkuszu kalku-
lacyjnym Excel. Funkcje celu i lewe strony warunkow
ograniczajgcych zapisuje sie w odpowiednich komaorkach
arkusza za pomoca formut odwotujgcych sie do adresow
komorek zawierajgcych dane (tabl. I1).

Po wpisaniu danych do arkusza nalezy z menu wybra¢
narzedzie solver i w odpowiednie komorki okna, ktore sie
pojawi, wpisa¢ parametry zadania, tzn.: adres komor-
ki, w ktorej znajduje sie formuta dla funkcji celu, adresy
komdrek wartosci zmiennych decyzyjnych oraz warunki
ograniczajgce i brzegowe (rys. 1). Trzeba pamietaé, aby
w zakfadce ,opcje” zaznaczy¢, ze model jest liniowy.

Po poprawnym wpisaniu parametréw zadania progra-
mowania liniowego mozna przej$¢ do rozwigzania, ktére
generowane jest w postaci raportow wynikow — na tym
etapie w arkuszu z danymi, w komoérkach wartosci zmien-
nych decyzyjnych oraz funkcji celu, pojawiajg sig¢ wartosci
optymalne; mozna tez odczyta¢ wynik wpisanych formut
dla lewych stron warunkoéw ograniczajgcych (rys. 2—4).

Jak widac¢ na rys. 2 oraz w raporcie wynikow na rys. 3,
optymalne wartos$ci zmiennych decyzyjnych sg nastepu-
jace: x; = 1,5 tys. szt; x, = 1 tys. szt., x5 = 3,007 tys. szt.,
X4 = 3,312 tys. szt. Optymalna warto$¢ funkcji celu wynosi
natomiast 494,442 tys. zt. Najwiekszy miesieczny przy-
chéd (ktéry wyniesie 494,442 tys. zt) firma osiggnie za-
tem przy produkcji (miesiecznej) na poziomie: 1,5 tys. szt.
oston palnych tadunku mozdzierzowego kaliber 60; 1 tys.
szt. oston palnych kaliber 98; 3,007 tys. szt. oston palnych
kaliber 120 i 3,212 tys. szt. tektury palnej. Z tabeli doty-
czacej warunkéw ograniczajgcych raportu wynikow (rys.
3) mozna odczytac, ktére ograniczenia sg wigzace, czyli
stanowig waskie gardto procesu produkcyjnego. Okazuje
sie, ze jedynie czas pracy maszyn nie zostat w petni wyko-
rzystany (z informacji w kolumnie ,luz” wynika, ze maszy-
ny mogtyby jeszcze pracowac 175 h). Wielko$¢ produkgiji
jest determinowana przez zaséb surowca i czas pracy
ludzi — te czynniki stanowig waskie gardto. Istotne dla roz-
wigzania sg rowniez zatozenia dotyczgce minimalnej wiel-
kosci produkcji oston palnych kaliber 60 i oston palnych
kaliber 98. Mozna przypuszczac, ze zwiekszenie zasobu
surowca czy liczby roboczogodzin spowoduje zwigksze-
nie wielkosci produkcji, a w konsekwencji — miesiecznego
przychodu firmy.
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TABLICA Il. Arkusz danych o 0 o o
x1 x2 x3 x4 Formuta Zasob
Surowiec, kg 2 13 9 80 =C5*C$3+D5*D$3+E5*E$3+F5*F$3 <= 300
Czas pracy maszyn, h 67 67 34 67 =C6*C$3+D6*D$3+E6*E$3+F6*F$3 <= 660
Czas pracy ludzi, roboczogodziny 77 77 44 67 =C7*C$3+D7*D$3+E7*E$3+F7*F$3 <= 540
Min. ilogé x1, tys. szt. 0 0 0 =C8*C$3+D8*D$3+ES*E$3+F8*F$3 == 1,5
Min. ilog¢é x2, tys. szt. 1 0 0 =C9*C$3+D9*D$3+E9*E$3+F9*F$3 = 1
Przychéd, tys. zt 16 27 46 95 =C10*C$3+D10*D$3+E10*E$3+F10*F$3
A | B I N G [HT o | Microsoft Excel 11.0 Raport wra2liwosci
1 Kombrki i
2| Wartodé  Prazyrost
i o o o 0 Hazwa funkeji celu wzrost spadek
4 x1 x2 x3 x4 Formuta zagdh g:; :12 ! '15 g :: 3"3’:; :Eg
| & | surowisc (kg) 2 13 9 &0 0fe= 300 3553 3007 o r 16,338 28717
FEASPIALE 33 x4 3212 0 5 286,031 24955
MASTYTL |
L {godz) i 2k = & D= il Wartodé  Cena Prawa strona Dopuszczainy Dopuszczalny
;::;’mﬂw Hazwa duaina w.o. warost spadek
7] (goc) b I I 0= 50 3085 swowkecla) g ) = Py =
i loseal 540 058 540 2412 1097
8 | ity szt) 1 0 0 0 NIES 15 15 59324 15 1456 15
sunlogo 3659 min Bodé 12 (tys. sz1) 1 52485 1 1559 1
= (tys. szt 1] 1 1] ] 0|== 1
Praychad Rys. 4. Raport wrazliwosci
10| tys. 16 27 46 u3 i
L Sulver - Para Odpowiedz na pytanie, w jakim stopniu wzrost ilosci su-
3] gomerkacels: | ECTHEN (%54 rowca czy wydtuzenie czasu pracy ludzi wptynie na wzrost
% Rona: Glnks Ok D wetee o | przychodu firmy, mozna znalez¢ w raporcie wrazliwosci
gl [ e : (rys. 4) — wystarczy odczyta¢ wartos¢ ceny dualnej dla
s tych $rodkéw produkgji. Cena dualna dla surowca wynosi
b | A - 0,376 tys. zt/kg, co oznacza, ze jezeli zapas tego surowca
= e - 5 wzrosnie o 1 kg, to miesieczny przychéd firmy (wartosc
|| R e B - funkcji celu) wzrosnie o 376 zt. Natomiast cena dualna dla
= lkw Tost 1 :
| ! - t czasu pracy pracownikow jest réwna 0,968, co sugeruje,
% i ze wzrost czasu pracy pracownikdw w miesigcu o 1 robo-

Rys. 1. Arkusz danych i okno solvera

A B I [ B [ EJF ] G [
1
El
El 15 1| 3007| 3212
4 x1 x2 x3 x Formuta zasdh
5| surawies (kg) 2 13 o a 300]<= 300
CZAS pracy
HATTYEL
NER| (godz) 67 67 34 67 4849)<= 660
CZAS pracy
pracownikdur
| 7 | (godz) 77 77 44 67 540/<= 540
ity flogé x1
8| (ys. s1t) 1 0 0 i 15)= 1,5
min dlogé x2
ER (tys. szt) 0 1 0 0 1f== 1
Przychad
ﬂ (tys.zh) 16 27 46 05 494 442
Rys. 2. Arkusz danych z rozwigzaniem
Microsoft Excel 11.0 Raport wynikdw
Komdrka celu (Maks)
Komirka Nazwa Wartosi pocz. Wartosé koficowa
$GH10  Przychad itys. zf) 0 4594 442
Komdrki decyzyjne
Komirka Nazwa Wartosi pocz. Wartosé koficowa
§C53 wartosé x1 0 15
$053 wartngé x2 i 1
FE53 wartosd %3 0 3007
§F53 wartngd xd 0 3212
Warunki ograniczajace
Komirka Nazwa Wartosi formuta Status Luz
FGE5 surovvies (ko) 300 §GH5<=5I55 Wigzace 0
FGH6 czas pr. maszyn (godz ) 4584 9 §GH5<=5I36 Mie wigzace 1751
$G57 czas pr. ludzi (godz.) A40 FGH7 =557 Wigzace 0
$i555 minilogé =1 (tys. szt 1.5 $G85-=4I33 Wigzace a
FG59 min ilosE %2 (tys. s2t.) 1 $GE9==§I59 Yvigzace i]

Rys. 3. Raport wynikow

czogodzine spowoduje wzrost miesiecznego przychodu
firmy o 968 zt. Poza wartosciami cen dualnych w rapor-
cie wrazliwosci znajdujg sie informacje dotyczace analizy
postoptymalizacyjne;j.

Podsumowanie

Wykorzystanie metod i narzedzi badan operacyjnych
w praktyce inzynierskiej oraz menedzerskiej moze znacz-
nie utatwic i przyspieszy¢ proces podejmowania decyzji.
Dostepnos¢ stosunkowo niedrogich narzedzi kompute-
rowych sprawia, ze nie jest wymagana umiejetnos¢ sto-
sowania skomplikowanych metod i algorytméw. Zaletg
stosowania pakietow komputerowych do optymalizacji
decyzji jest tez szybkos¢ uzyskania rozwigzania. Nalezy
jednak pamietac, ze aby otrzymaé poprawne rozwigzanie
problemu decyzyjnego, trzeba przede wszystkim prawi-
dtowo zbudowac¢ model decyzyjny. Do osoby podejmu-
jacej decyzje naleza: dobdr i precyzyjne zdefiniowanie
zmiennych decyzyjnych, dobér parametrow modelu, po-
prawne sformutowanie funkcji celu i warunkéw ogranicza-
jacych (uwzgledniajgcych wszystkie istotne czynniki i za-
tozenia) oraz weryfikacja uzyskanego rozwigzania.
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