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Przyklad zastosowania metody dwuetapowej
w rozwigzywaniu kratownic obcigzonych niesymetrycznie

Example of application of two-stage method
in calculations of trusses loaded in non-symmetric way

JANUSZ REBIELAK*

Przedmiotem pracy jest analiza wynikow zastosowania dwu-
etapowej metody obliczeri uktadéw statycznie niewyznaczal-
nych w odniesieniu do wybranego typu kratownicy ptaskiej
obciazonej w sposob niesymetryczny. Na kazdym etapie tej
metody obliczane sa warto$ci sit w pretach kratownic statycz-
nie wyznaczalnych, ktérych schematy statyczne otrzymano
przez odpowiednie zredukowanie liczby pretow kratowni-
cy podstawowej — ta liczba jest réwna stopniowi statycznej
niewyznaczalnosci kratownicy podstawowej. Obciazenia ze-
wnetrzne na poszczegolnych etapach majg potowe wartosci
obcigzen kratownicy podstawowej i sa przytozone do odpo-
wiednich weztéw kratownic posrednich. Parametry geome-
tryczne dotyczace rozpietosci oraz wysokosci konstrukcyjnej
rozwazanych kratownic sa takie same jak dla kratownicy pod-
stawowej. Finalne wartosci sit obliczone w pretach kratownicy
statycznie niewyznaczalnej sa wypadkowa wielkosci sit obli-
czonych na kazdym etapie w odpowiednich pretach kratownic
statycznie wyznaczalnych.

SLOWA KLUCZOWE: kratownica, ukfad statycznie niewyzna-
czalny, metoda obliczen

The paper presents analysis of results obtained by application
of two-stage method of calculation of the statically indetermi-
nate systems for selected type of plane trusses loaded in non-
symmetrical way. In each stage of this method are calculated
values of forces acting in members of the statically determi-
nate trusses, schemes of which are determined by suitable
reduction of number of members, which number is equal to
statically indeterminacy of the basic truss. In particular stages
the outer load forces are of half values of load of the basic
truss and they are applied to suitable nodes of the interme-
diate trusses. Geometric parameters referring to the clear
span and construction depth of the considered trusses are
in each stage the same like in the basic truss. Final values
of forces calculated in the statically indeterminate truss are
resultants of forces determined in each stage for appropriate
members of statically determinate trusses.

KEYWORDS: truss, statically indeterminate system, method
of calculation

Metoda dwuetapowa rozwigzywania kratownic statycz-
nie niewyznaczalnych powstata podczas wstepnej analizy
statycznej ztozonych przestrzennych struktur pretowo-
-ciegnowych [1]. Zastosowano w niej prostg zasade su-
perpozycji, méwigcg o tym, ze rezultat dziatania danej
sity moze zosta¢ zdefiniowany jako suma rezultatow
dziatania sit skladowych [2-5]. Inspiracjg dla powstania
metody dwuetapowej byty obrazy odksztatcen ptaskich
postaci kratownic pretowo-ciegnowych, bedacych syste-
mami statycznie niewyznaczalnymi, ktérych pasy gorny
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i dolny byty wykonane za pomocg ciegien. Jesli wstepne
ich sprezenie jest niewystarczajgce, a sity obcigzajgce sg
zbyt duze, to ciegna usytuowane np. w pasie gérnym nie
uczestniczg w procesie przekazywania sit do miejsc pod-
parcia. Liczba nieaktywnych ciegien jest w tym przypadku
réwna stopniowi statycznej niewyznaczalnos$ci kratownicy
podstawowej. Ta obserwacja sktonita do postawienia na-
stepujgcego pytania: czy kratownice statycznie niewyzna-
czalng mozna rozwigza¢ dwuetapowo, za pomocg jednej
z metod stosowanych do obliczania kratownic statycznie
wyznaczalnych, rozwigzujgc na kazdym etapie oddzielnie
kratownice statycznie wyznaczalng o odpowiednim sche-
macie? Odpowiedzig na tak sformutowane pytanie jest
wiasnie metoda dwuetapowa, wykorzystujgca w swej pro-
cedurze zasade superpozycji [6]. Poprawnos¢ przyjetych
zatozen sprawdzono przez wykonanie tg metodg obliczen
kratownic i poréwnanie wynikow z rezultatami uzyskanymi
za pomocg odpowiednich programéw komputerowych.

Ogodlny schemat procesu obliczen

We wspomnianych obliczeniach rozpatrywano kratow-
nice ptaskie, sktadajgce sie z kwadratowych modutow
oddzielonych od siebie pretami pionowymi. W niniejszej
pracy rozwazana jest podobna kratownica statycznie nie-
wyznaczalna, posiadajgca jednak centralny pas pozio-
my, usytuowany w potowie jej wysokosci konstrukcyjnej
(rys. 1a). Jest to kratownica utworzona z 16 wezidow
(w = 16) oraz 33 pretow (p = 33).

Kratownica ptaska wewnetrznie statycznie wyznaczalna
musi spetnia¢ warunek:

p=2-w-3 (1)

To oznacza, ze dla liczby weztéw w = 16 maksymalna
liczba pretow tworzacych kratownice wynosi:

29=2-16-3 )

Kratownica o schemacie pokazanym na rys. 1a jest
zbudowana z 33 pretéw, a zatem jest kratownicg cztero-
krotnie statycznie niewyznaczalng. Aby uczyni¢ jg syste-
mem statycznie wewnetrznie wyznaczalnym, nalezy usu-
nac¢ cztery odpowiednie prety.

Zdecydowano, ze na pierwszym etapie zostang usunie-
te cztery prety poziome pasa gornego, a sity obcigzajgce,
o wartosci rownej potowie wartosci sit obcigzajgcych kra-
townice podstawowa, beda przytozone do tych samych
weztdbw pasa gornego co w kratownicy podstawowej
(rys. 1b). Na etapie drugim zostang usuniete cztery prety
pasa dolnego, a potéwki sit obcigzajgcych bedg przytozo-
ne do weztdw pasa dolnego, lezacych na odpowiednich
liniach dziatania sit w kratownicy podstawowej (rys. 1c).
Taka ich lokalizacja jest zgodna z zasadami rachunku
wektorowego i charakterem sit jako wektoréw liniowych.
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Rys. 1. Schemat procedury postepowania w dwuetapowej metodzie rozwigzywania kratownic ptaskich statycznie niewyznaczalnych wraz z poglgdowg

analogig do belek zginanych

Ponadto proponowana procedura wynika bezposrednio
z trzech podstawowych warunkow réwnowagi dotycza-
cych dowolnego ptaskiego uktadu sit:

SP,=0 (3)
ZPy,=0 (4)
¥ M=0 (5)

Te trzy konieczne warunki rownowagi wystarczajgco
uzasadniajg celowos¢ zastosowania zasady superpo-
zycji w procedurze postepowania w dwuetapowej meto-
dzie rozwigzywania kratownic statycznie niewyznaczal-
nych.
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Obliczenia kratownicy obcigzonej niesymetrycznie

W tej czesci zaprezentowano wyniki obliczen wyko-
nywanych metodg dwuetapowa, ktére poréwnywano
z wynikami uzyskanymi dla takiej samej kratownicy, lecz
obcigzonej niesymetrycznie w ten sam sposoéb, sitami
o identycznych wartosciach. Geometryczny ukfad pretéw
rozpatrywanej kratownicy jest tozsamy z uktadem poka-
zanym na rys. 1a, jednak jest ona obcigzona w sposob
niesymetryczny jedynie trzema sitami, przytozonymi do
trzech wezidw pasa gérnego, usytuowanych po prawej
stronie kratownicy w sagsiedztwie podpory B (rys. 2). Roz-
pieto$¢ badanej kratownicy jest rowna 5 m, a jej wyso-
kosc¢ konstrukcyjna wynosi 1 m. Kratownica jest obcigzo-
na trzema sitami, z ktorych kazda ma wartos¢ 1 kN.
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Rys. 2. Warto$ci sit w pretach, uzyskane na pierwszym etapie obliczen wykonywanych metoda dwuetapowa
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Rys. 3. Wartosci sit w pretach, uzyskane na drugim etapie obliczen wykonywanych metodg dwuetapowg
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Postepujac zgodnie z procedurg metody dwuetapowe;,
na pierwszym etapie usunieto prety pasa gornego i do
wskazanych wczeéniej weztdw pasa gdérnego przytozono
sity skupione o wartosci rownej potowie wartosci tzw. sit
wyjsciowych, tj. o wartosci 0,5 kN. Obliczenia przeprowa-
dzono metodg Cremony, a wielkosci sit uzyskanych dla kaz-
dego z pretéw przedstawiono (wraz z kompletnym planem
Cremony) na schemacie kratownicy (rys. 2). Na etapie dru-
gim réwniez usunieto cztery prety, lecz tym razem z pasa
dolnego, a sity o wartosciach rownych 0,5 kN przytozono
do odpowiednich weztow tego pasa. Tak jak poprzednio
proces obliczen przeprowadzono metodg Cremony, a jego
rezultaty w sposob pogladowy pokazano na rys. 3.

Stosujgc reguty rachunku wektorowego, wyznaczano
kolejno sity w pretach badanej kratownicy podstawowej,
ktore sg wypadkowymi sit obliczonych na kazdym etapie
dla pretéw usytuowanych miedzy weztami o tych samych
numerach porzgdkowych. Poniewaz na etapie pierwszym
usunieto np. pret miedzy weztami pasa gérnego, o nume-
rach 34 (rys. 2), dlatego wartos¢ sity tam dziatajgcej jest
réwna zeru. Na drugim etapie ten pret jest obecny miedzy
weztami 3 i 4 (rys. 3), a wyliczona warto$¢ sity Sciskajgcej
w nim dziatajgcej jest rowna -2,2 kN. Dlatego tez wypad-
kowa wartos¢ sity w tym precie rozwazanej kratownicy
statycznie niewyznaczalnej jest rowna -2,20 kN.

Wartosci sit dziatajgcych we wszystkich pretach kratow-
nicy, obliczone metodg dwuetapowa, pokazano na rys.
4a. Dla przyktadowego krzyzulca umieszczonego miedzy
weztami o numerach 4 oraz 8 warto$¢ sity Sciskajgcej
w nim dziatajgcej, obliczona na pierwszym etapie, jest
réwna -0,353 kN (rys. 2), natomiast sita okreslona w tym
samym precie na drugim etapie obliczen jest sitg rozcig-
gajgcg o wartosci 0,424 kN (rys. 3). Wypadkowa wartos¢
sity dziatajgcej w tym precie obliczona metodg dwuetapo-
wa jest zatem réwna ok. 0,07 kN (rys. 4a), co oznacza,
ze wystepuje w nim niewielka sita rozciggajgca.

Nalezy pamieta¢, ze w omawianej metodzie nie
uwzglednia sie sztywnosci pretow tgczgcych sie w we-
ztach kratownicy. Ze wstepnej analizy uzyskanych warto-
Sci sit wynika, ze ogodlny uktad sit — zwtaszcza gdy chodzi
o charakter ich dziatania — jest zgodny z przewidywaniami,
réwniez dotyczgcymi zréznicowania wartosci sit wystepu-
jacych w obszarze rozwazanego uktadu kratownicowego.
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Rys. 4. Wartosci sit w pretach badanej kratownicy podstawowej, obliczo-
ne: a) metodg dwuetapowa, b) za pomocg programu komputerowego

W celu zweryfikowania otrzymanych wartosci sit kra-
townice o tym samym schemacie statycznym (rys. 4b)
obliczono w programie komputerowym Autodesk Robot
Structural Analysis Professional 2016, uwzgledniajac tak-
ze wzajemne zréznicowanie sztywnosci poszczegolnych
elementow w fgczacych je weztach.

Badana kratownica rowniez miata rozpietos¢ 5 m i wy-
soko$¢ konstrukcyjng 1 m oraz byta obcigzona i pod-
parta w identyczny sposob jak kratownica podstawowa.
Przyjeto, ze kratownica jest zbudowana z rurowych pre-
téw stalowych o module Younga E =210 GPa, $rednicy
przekroju kotowego rownej @30 mm i grubosci scianek
wynoszgcej 4 mm. Wartosci sit otrzymane tg drogg oraz
ich rozmieszczenie w przestrzeni obliczanej kratownicy
pokazano na rys. 4b.

Na podstawie poréwnania wynikéw uzyskanych dwiema
metodami mozna stwierdzi¢, ze w okreslonych obszarach
kratownic wystepuje petna zgodnos$¢ wynikéw, a w innych
rejonach wartosci sit obliczone dla tych samych pretow
znaczgco sie roznig. Obliczone sity dziatajgce w pasach
gornym i dolnym kratownicy sg identyczne niezaleznie od
zastosowanej metody. | tak, wartos¢ sity dziatajgcej np.
w precie pomiedzy weztami 3 oraz 4 wyliczona metodg
komputerowg (rys. 4b) wynosi —2,2 kN i jest identyczna
z wartoscig sity dziatajgcej w tym samym precie, obliczo-
ng metodg dwuetapowg (rys. 4a). Istotne roznice dotyczg
tez wielkosci sit dziatajgcych w krzyzulcach. Wartos¢ sity
zdefiniowanej metodg dwuetapowg w precie pomiedzy
weztami 4 oraz 8 jest réwna 0,07 kN (rys. 4a), co ozna-
cza, ze jest to sita rozciggajgca. Z kolei sita dziatajgca
w tym samym krzyzulcu, obliczona za pomocg programu
komputerowego, ma wartos¢ -0,28 kN, a zatem jest sitg
Sciskajgcg. Podobnie duze réznice wartosci sit zaobser-
wowano w pretach tworzgcych srodkowy pas centralny
biegngcy miedzy weztami podporowymi A i B, czyli tak
jak uprzednio w obszarze wystepowania sit o bardzo nie-
wielkich wartosciach lub réwnych zeru.

Whnioski

Wartos$ci sit uzyskiwane w programie komputerowym
Autodesk Robot Structural Analysis Professional 2016 sg
wynikami doktadnymi, poniewaz program ten wykorzystu-
je ztozone procedury obliczeniowe odpowiednie dla ukfa-
dow statycznie niewyznaczalnych. Metoda dwuetapowa
jest metodg przyblizong, jednak stopien doktadnosci jej
wynikow moze w przysztosci znacznie wzrosna¢ dzie-
ki zastosowaniu odpowiednich wspétczynnikéw okres-
lanych indywidualnie dla kazdego wezta i uwzglednia-
jacych zréznicowanie sztywnosci pretéw tgczgcych sie
w tym wezle.
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