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Dynamika mobilnego robota transportowego

The dynamics of a mobile transport robot

MARCIN SZUSTER
PAWEL OBAL*

W artykule oméwiono konstrukcje mobilnego robota trans-
portowego, majacego forme wdzka jezdniowego podnosniko-
wego, stuzacego do badan laboratoryjnych metod sterowania
ztozonymi obiektami dynamicznymi w zmiennych warunkach
pracy. Przedstawiono opis dynamiki robota, otrzymany za
pomoca réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju z mnoznikami,
zmodyfikowany w wyniku zastosowania procedury odsprze-
gania mnoznikéw. Zaprezentowano wyniki rozwigzania zada-
nia odwrotnego dynamiki z wykorzystaniem zadanej trajektorii
robota, sktadajacej sie z etapdw ruchu typowych dla zadan
transportowych, realizowanych przez wézki podnosnikowe.
SLOWA KLUCZOWE: mobilny robot tréjkotowy, dynamika mo-
bilnych robotoéw kotowych

The article presents the construction of a mobile transport
robot which is a forklift model, used for laboratory testing of
control methods for complex dynamic objects in changing
operating conditions. The robot dynamics is calculated using
Lagrange equations of the 2nd type with multipliers. The re-
sults of solving the inverse dynamics problem were presented
using the robot’s trajectory which consists of stages of move-
ment typical for transport tasks performed by forklift.

KEYWORDS: 3-wheeled mobile robot, mobile robot dynamics

Synteza wielu typow algorytmoéw sterowania wymaga
znajomosci modelu dynamiki sterowanego obiektu [2, 3].
W tym celu stosowane sg modele o r6znym stopniu ztozo-
nosci, uwzgledniajgce zazwyczaj najwazniejsze zjawiska
zachodzgce w czasie ruchu obiektu, co upraszcza wyko-
nywanie obliczen. Znanych jest wiele formalizméw ma-
tematycznych, umozliwiajgcych synteze dynamicznych
réwnan ruchu obiektéw mechanicznych [8]. W przypadku
mobilnych robotow kotowych, ktére sg uktadami nieholo-
nomicznymi, czesto stosuje sie rownania Lagrange’a dru-
giego rodzaju z mnoznikami oraz rownania Maggiego [3,
4, 7]. Zréwnan Lagrange’a drugiego rodzaju otrzymuje sie
dynamiczne rownania ruchu, ktére pozwalajg na rozwig-
zanie prostego i odwrotnego zadania dynamiki. W przeci-
wienstwie do formalizmu Maggiego ta metoda umozliwia
wyznaczenie mnoznikéw Lagrange’a, ktére w przypadku
mobilnych robotow kotowych przyj-
mujg forme wartosci sit tarcia suche-
go, dziatajgcych w punktach styku kot
robota z jezdniag.

W pracy wykorzystano réwnania
Lagrange’a drugiego rodzaju do opi-
su dynamiki mobilnego robota trans-
portowego. Na podstawie tego opisu
przeprowadzono badania symula-
cyjne.
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Konstrukcja mobilnego robota transportowego

Rame mobilnego robota transportowego (MRT) zbu-
dowano z aluminiowych profili montazowych firmy Bosch
Rexroth. Oprécz profili montazowych producent oferuje
réwniez réznego rodzaju elementy tgczace i podporowe —
zarowno sztywne, jak i ruchowe. Wizualizacje CAD MRT
przedstawiono na rys. 1. MRT sktada sie z uktadu jezd-
nego oraz zespotu podnosnikowego, umozliwiajgcego
transport tadunkow. Uktad jezdny jest zbudowany z ramy
wspartej na dwéch swobodnych kotach przednich i nape-
dzanym kole tylnym, zamontowanym w ruchomym zespo-
le kierowniczym.

Do napedu platformy mobilnej robota zastosowano bez-
szczotkowe silniki pradu statego (BLDC) [1]. Ruch pod-
nosnika widtowego zapewniajg dwa moduty liniowe firmy
WObit, wyposazone w silniki DC. Konstrukcja MRT jest
wzorowana na rozwigzaniach tréjkotowych wézkow pod-
nosnikowych z napedzanym i skretnym kotem tylnym. Ro-
bot umozliwia transport tadunkéw o masie do 20 kg.

Dynamiczne réwnania ruchu

Do opisu dynamiki MRT wykorzystano réwnania La-
grange’a drugiego rodzaju z mnoznikami. Przyjeto model
MRT [9] przedstawiony na rys. 2, skladajgcy sie z: ramy 5,
dwodch kot podporowych 1 i 2, kota napedzajgcego 3 za-
mocowanego do kierownicy 4 i podnosnika widtowego 6.
Koto 3 i kierownica 4 wchodzg w sktad zespotu napedowo-
-kierujgcego. Zespot ten obraca sie wzgledem ramy 5 wo-
kot osi z, 0 kat ¢. Rama opiera sie na kotach podporowych
11 2, ktére mogg wykonywac¢ swobodny obrét wokét osi
o kierunkach na state powigzanych z ramg robota, prosto-
padtych do ptaszczyzny symetrii wzdtuznej ramy. Wszyst-
kie kota wykonano z twardego plastiku powleczonego
sztywng guma. Promienie kot 1 i 2 sg takie same (rqy =r1y),
natomiast promien r; kota 3 jest od nich wigekszy. Przed-
stawiony model zostat zredukowany do modelu, w kto-
rym kota swobodne 1 i 2 zastgpiono swobodnym kotem
zastepczym 1,. Kat obrotu kota zastepczego oznaczono
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Rys. 1. Wizualizacja modelu CAD mobilnego robota transportowego
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jako a,. Ruch robota opisano za pomocg zredukowanej
formy rownan wiezéw nieholonomicznych. To umozliwi-
to wyznaczenie momentéw napedzajgcych i mnoznikow
Lagrange’a [3, 5, 6], ktore stanowig sktadowe styczne sit
reakcji podtoza na kota, czyli sity tarcia suchego w punk-
cie styku kota zastepczego 1, i kota napedowego 3 z pod-
tozem. Réwnania majg postac:

Xa — 1y cosf =0

Ya — Ta,sinf = 0 (1)
Xp+Ifsinf —azrycos(p+ ) =0

ya— 1B cosf — azrysin(p + ) =0

gdzie: x,,y, — rzuty wektora predkosci punktu A zwigza-
nego z ramg MRT, &, — predkos¢ kgtowa swobodnego
kota zastepczego, a, — predkos$¢ katowa kota napedo-
wego, ¢ — kat obrotu kierownicy wzgledem ramy robota,
B — chwilowy kat obrotu ramy robota.

Dwa pierwsze rownania to rzuty wektora predkosci
punktu styku kota zastepczego 1, z jezdnig na osie ukfadu
xy. Dwa kolejne to rzuty wektora predkosci punktu styku
kota napedowego z jezdnig na osie uktadu xy. Badana

a) F
|AE|=I AX
|AB|=I, ki

vt |ACIH,
AS|=l,

IAG|=l,

b)

Xg

77 x/f/l{ AL 777K

Rys. 2. Schemat MRT: a) widok z gory, b) widok z prawej strony, c) mo-
dele kot jezdnych i zespotu napedowo-kierujgcego
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platforma mobilna robota jest uktadem o dwéch stop-
niach swobody, poniewaz dwie zmienne w réwnaniach
$g zmiennymi niezaleznymi.

Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju, zastosowane
do wyznaczenia dynamicznych réwnan ruchu uktadu nie-
holonomicznego, majg postac¢:

CENE R

gdzie: q = [x5, Va, B, @z, as, ¢]T — wektor wspotrzednych
uogolnionych, E — energia kinetyczna uktadu, Q — wektor
sit uogolnionych, J(q) — jakobian, A — wektor mnoznikéw
Lagrange’a.

Energie kinetyczng uktadu wyznaczono jako sume ener-
gii kinetycznych poszczegolnych elementéw konstrukciji:

E=E +E +E;+E,+E;+E; (3)
Numery indekséw odpowiadajg numeracji elementéw

konstrukcji na rys. 2. Poszczegolne réwnania energii ki-
netycznej majg postac:

TURE U T
k= EmlvB +Elzla1 +§Ix1ﬁ
1,1 1
E, = Emzvc +Elzzaz +§1xzﬁ
Bo=gmavd+ sl +2ha(B40) @)
By = 2mavk + 3 La(B + 0
_1 2 1
Es = 5 Mss +§1z53
_1 2 1
E; = 5 M6V + Elzeﬂ

gdzie: my, m,, my, my, ms, my — Masy poszczegolnych
bryt; vg, ve, vp, Vg, Vs, g — wartosci wektorow predkosci
odpowiednich punktdw; I, o, sy L1 Lo, sy Loas s, Log
— masowe momenty bezwladnos$ci poszczegolnych bryt
wzgledem odpowiednich osi uktadéw wspotrzednych
zwigzanych z tymi brytami.

Zalezno$ci opisujgce zwigzek predkosci katowej kota

zastepczego 1, z predkoscig kot podporowych 11 2 wy-
znaczono z rozktadu predkosci punktéw A, Bi C:

"2 (®)

gdzie: r; = r, = r;— promienie poszczegolnych két, [, — od-
legtos¢ punktéw B i C od punktu A.

Réwnania kinematyczne (1) mozna zapisa¢ w formie
jakobianu:

J(@q=0 (6)
gdzie:
1 0 0 —1,cosf 0 0
10 1 0 —1,Sinf 0 0
J(@) = 1 0 Ising 0 —rzcos(B+¢) 0 (7)
0 1 —lcosp 0 —rgsin(B+¢@) O
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Po wyznaczeniu réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju
oraz przeprowadzeniu szeregu operacji i przeksztatcen
matematycznych otrzymano uktad rézniczkowych rownan
ruchu modelu MRT:

[my +my, +my +my +mg +mgli,+

+(my — mz)ll(cos(ﬁ)ﬁ— sin(ﬁ)ﬁz) +

+ [(m3 + m)l + msgly — mgl] (Sm(ﬁ)ﬁ + COS(ﬁ)Bz) =
=—A,+ A

[my+m, + mg +my + mg + mglis+

+ (my — my)l (sin(B)B + cos(B)B?) +

= [(m3 + my)l + mgly — mgl] (Cos(ﬁ)ﬁ —sin(ﬁ)ﬁz) =
=—Ap+ 4y

[(my + M) + (my + m)P+mglZ+ mglZ + I + Lo +

12 . )
t gt L+ s+ e+ r—lz Iy + 1)) B+ Uys + L)@ +

[ VA
Uy = L) = iy + (my = o)Ly (¥4€0SP + Jasing) +
—[(my + my)l + mgly — mglg](—¥asinf + Jacosp) = (8)
= Mg — Mgsgn(¢) + (A3sinf — A,cosp)!

I ..
(g + Lp)é, + (I — Izz);lﬁ ==Nifi = Npfy +
+ 1,(A,1c08B + A,,sinf)

Lzl = My — N3 f; — Azrzcos(f + @) — A4rsin(f + ¢)
(s + L) (B + @) = Ms — Mosgn()

gdzie: A,,,4;,, 43,4, — mnozniki Lagrange’a, bedace od-
powiednikami sktadowych sit tarcia suchego w punkcie
styku kota zastepczego z podtozem na kierunkach osi
x(A,1) 1 y(4,,) oraz w punkcie styku kota napedowego
z podtozem na kierunkach osi x(4;) i y(4,); My —moment
napedowy kota 3; Ms — moment napedowy kierownicy 4;
M, — moment oporow ruchu kota 3; N,, N,, N5 — sity naci-
sku poszczegolnych két; ry =r, =r; oraz r; — promienie
poszczegolnych kot; 1y, 1,, s, 4, Is, I — dtugosci wynikajgce
z geometrii MRT.

Nastepnie zastosowano procedure odsprzegniecia
mnoznikdw Lagrange’a [3] z uktadu réwnan (8). Otrzy-
mano forme rownan wygodng do rozwigzywania zada-
nia prostego i odwrotnego dynamiki, bez koniecznosci
wyznaczania wartosci mnoznikow Lagrange’a. Row-
nania po odsprzegnieciu mnoznikéw Lagrange’a majg
postac:

[(a;+as)cos?@ + a,sin?e +

—2(ag + a,)sing cos@ + agld; — agsin(@)@ +
+[(—a; + a, — as)sing cos(p)@ + )
+(a; + a,)(sin®@ — cos?@)@ld, =

=My + %3 (—Ms + agsgn((p))sin(p +

—a,95gn(d3) — ay,cose sgn(dy)

1
T—as‘p — agsin(@)d; — agcos(@)Ppas =
3

=Ms — assgn(¢)
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Wartosci wektora parametréw a wynosza:
a, = [my + my + my +m, + mg + mgrs
a, = [(m1 +mE + (mg + mOI? + melZ +mgl2 +

12 r2
+ le + 1x2 + 1x3 + 124 + 125 + 126 + é(lzl + 122)] l_z

Lrf
a; = (my —my)——

l
Ly
Ir?
i
as = (Izl + IZZ)T—Z

Z

ay = (I;1 — 1)

T3
ag = (I3 + 124)7

.
a; = [(mz + m)l + mgls — mglg] liz

ag = I3
Ag = Mo
a9 = N3f3

T3
a1 = r_(lel + N, f5)
Z

Zatozono, ze kota podporowe 1 i 2 sg takie same, wiec:

(12)

my =my, Ly = Lo ly1 = Loy Iy = 1,

a3:0, a4:0 (13)
Uktad réwnan (9) i (10) mozna przedstawi¢ w formie
macierzowej:

M,.(q,)q, + C;,(q2 424, + Fp2(q;, 42) = By(q)Tt  (14)

Macierze M,,(q,), C;2(d, 42), F22(q2, 42) i By(q,) przyj-
mujg forme:

(a;+ag)cos?p + a,sin?p +

- i —agsing
M, (q) = 2(az + a,)sing cosg + ag

(15)
Lo,

—aesing -
3

(—a; + a, — as)sing cos(@)¢ +
Cy2(9z qy) = | +(az + a,)(sin*g — cos?@)@
—agcos(@)@ 0

(16)

F,(q5,9;) = (17)

_ [_ r73a9 sgn(@) sin(p) asosgn{ds) aq;cos(p) sgn(ds)

aq sgn(gp) 0 0
B,(q,) = (18)
T . .
_ [1 —:ﬁsin 0] Tsag sgn(@)sing —g, sgn(d,) ay, cos@ sgn(o’@)]
0 1 —aq sgn(@) 0 0

Otrzymane dynamiczne réwnania ruchu MRT (14) z od-
sprzegnietymi mnoznikami Lagrange’a — podobnie jak dy-
namiczne réownania ruchu (8) — spetniajg wszystkie wia-
sciwosci strukturalne modeli matematycznych mobilnych
robotow kotowych:



MECHANIK NR 5-6/2018

e wlasciwos¢ I: uogodlniona macierz bezwtadnosci
M,,(q,) to macierz symetryczna, dodatnio okreslona;
e wiasciwosé II: macierz:

S 2]
“1 (19
Sy (19)

jest macierzg skosnie symetryczng; jej elementy spet-
niajg zaleznosci S,,;; = 0 dla i = j, w przeciwnym razie
Szzi,j = _Szzj,i;

e wlasciwos¢ lll: dynamiczne réwnania ruchu MRT
w zredukowanych wspotrzednych sg liniowe ze wzgledu
na wektor a, wiec uktad réwnan (14) mozna zapisac w for-
mie:

. Y . . S ’
S22(Q2, 42) = Mp(q2, Q2) — 2C2,(q5, q,) = [S;

M, (q2) 8, + C22(d2, 42042 + F22(q2,q2) =

A 20
=B, (q) T, = u =Yy,(q, 42, G2)a (20)

gdzie Y,,(q,, 4., f,) jest tzw. macierzg regresiji.

Badania symulacyjne

Przeprowadzono badania symulacyjne, pozwalajgce
na rozwigzanie zadania prostego i odwrotnego dynamiki
MRT z wykorzystaniem otrzymanego modelu dynamiki
obiektu. Symulacje przeprowadzono w srodowisku obli-
czeniowym MATLAB/SIMULINK. Uwzgledniono zadang
trajektorie punktu A robota (rys. 3). Przebiegi wartosci sy-
gnatéw sterujgcych otrzymano dzieki rozwigzaniu zadania
odwrotnego dynamiki MRT, z zastosowaniem dynamicz-
nych réwnan ruchu (20), zapisanych w nastepujgcej for-
mie:

My = [(p1 + p3)cos?@ + p,sin®@ + pslds — pasin(e)@ +

+[(=p1 + p2 — p3)sing cos(@)@ld; +
3

[

(21)

(—Ms + p6sgn((i)))sin<p + prsgn(ds) + pgcose sgn(ds)

l
Mg = 71’4@ — pasin(@)dt; — pacos(@)Pads + pesgn(@) (22)
3

gdzie wartosci parametrow modelu, wyznaczone na pod-
stawie analizy modelu CAD robota oraz na podstawie po-
miarow sit tarcia i nacisku, wynosza:

p, = a; = 0,287 kgm?
P2 = a, = 0,120 kgm?
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= = Trajektoria zadana
Trajektoria MRT

05

Yg, Y, M

T | T | T I T ITT'_]—'T'T"T')
05 0 05 1 15 2 25 3 a5

Xg» X, M

Rys. 3. Trajektorie punktu A robota — zadana oraz otrzymana z rozwigza-
nia zadania prostego dynamiki

iy = My, ' (q2)[Boy (q) T+ (24)
= C2(q,, 42)4; — Fz(qy, 4,)]

Aby zasymulowac¢ zmiane tadunku transportowanego
przez robota, zatozono, ze parametry p, i p, zmieniajg sie
nastepujgco:

p(t) =0,2872 dlat € (0;40) orazt = 755

(25)
p,(6) = 0,3512 dla t € (40;75)

p,(t) = 0,1195dlat €0;40) orazt = 755

(26)
p.(t) =0,1261 dlat € (40;75)
Odpowiada to realizacji zadania transportowego fadun-
ku o masie m; = 10 kg. Przebieg parametrow p, i p,w cza-
sie przedstawiono narys. 4 i 5.

a) A b) A
P = dg = 0,002 kgm2 0,35 ;
1 0,135
Ps = ag = 0,015 kgm? (23) 0,34
ps = ag = 0,002 kgm? S 03
£ : :
Pe = Gy = 1,438 Nm 5 032 &
< 0313 & 0,125
p; = a0 = 0,832 Nm - By X
Ps = ay; = 0,656 Nm oy 012
0,29 -
Przeblegl wartosci Sygna{éw ste- 028 e e e e e e 0,115 -r-"i']'l'r""||'r:1'1r:r---.rl|'.--"‘.|'|'."1]'r|“"'}
0 10 20 30 40 S50 80 70 80 0 10 20 30 40 S50 60 7O 80

rujgcych uzyskano dzieki rozwigza-
niu zadania odwrotnego dynamiki
MRT, z zastosowaniem dynamicz-
nych réwnan ruchu (20), zapisanych
w formie:

t, s t,s

Rys. 4. Przebieg wartosci: a) parametru p,, b) parametru p,
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Rys. 5. Schemat modelu zadania prostego i odwrotnego dynamiki MRT
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Rys. 6. Przebieg momentu napedowego:
a) kota 3 — My, b) kierownicy 4 — Mg

Rys. 7. Przebiegi: a) wspotrzednych punktu A
robota, b) rzutu wektora predkosci punktu

A na osie xy, c) kata obrotu kota napedowe- >

go a;, d) kata obrotu kierownicy ¢, e) war-
tosci predkosci katowej kota napedowego s,
f) wartosci predkosci katowej kierownicy ¢
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Wartosci parametrow wzrastajg, gdy robot znajduje sie w punkcie P, zadane-
go toru ruchu, i wracajg do wartosci nominalnej, gdy robot znajdzie sie w punk-
cie P,, co odpowiada obcigzeniu podnosnika MRT masg przewozonego tadun-
ku oraz usunieciu dodatkowego obcigzenia w odpowiednich chwilach.

Na podstawie przyjetych zaleznosci zbudowano model symulacyjny zadania
odwrotnego i prostego dynamiki MRT w srodowisku obliczeniowym MATLAB/
/SIMULINK, przedstawiony schematycznie na rys. 5.

Rozwigzanie zadania odwrotnego dynamiki pozwolito uzyska¢ przebiegi war-
tosci momentéw napedzajgcych My i Mg, niezbednych do realizacji zadanej
trajektorii punktu A robota.

W trakcie ruchu robota z tadunkiem w czasie rozruchu i hamowania war-
tosci momentu napedowego kota 3 sg wieksze niz wtedy, gdy robot porusza
sie bez tadunku. Obliczone wartosci momentéw napedowych wprowadzono
do zadania prostego dynamiki MRT i wyznaczono trajektorie zrealizowang,
ktdrg poréwnano z trajektorig zadang (pokazang na rys. 3). Tor ruchu punktu
A robota, otrzymany z rozwigzania zadania prostego dynamiki, jest zblizony
do zadanego toru ruchu. Na rys. 7a przedstawiono przebieg wspotrzednych
punktu A, a na rys. 7b — przebieg rzutow wektora predkosci punktu A na osie
X i y nieruchomego uktadu odniesienia. Na rys. 7c—d zaprezentowano odpo-
wiednio przebiegi katow obrotu kota napedowego «a; oraz kierownicy ¢, nato-
miast na rys. 7e—f — przebiegi wartosci predkosci kgtowych kota napedowego
a4 oraz kierownicy ¢.

Whnioski

W pracy dokonano syntezy modelu dynamiki MRT dzieki wyznaczeniu dy-
namicznych réwnan ruchu uktadu z wiezami nieholonomicznymi, ktére umoz-
liwiajg rozwigzanie zadania prostego i odwrotnego dynamiki bez konieczno$ci
wyznaczania warto$ci mnoznikéw Lagrange’a. Przeprowadzono ocene para-
metrow modelu dynamiki MRT na podstawie badan eksperymentalnych i ana-
lizy modeli CAD robota. Wyznaczone parametry wykorzystano w symulacji za-
dania prostego i odwrotnego dynamiki.

Zaprezentowany model dynamiki MRT pozwoli na synteze algorytmow ste-
rowania ruchem nadaznym robota oraz na symulacje jego ruchu w zmiennych
warunkach pracy.
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