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Rozwiązywanie zadań optymalizacji, w  których model MES 
jest nieliniowy, stwarza problemy związane z dużym nakładem 
obliczeniowym. W artykule przedstawiono i porównano algo-
rytm powierzchni odpowiedzi RSM z hybrydowym algorytmem 
przeszukiwania SHERPA w  zastosowaniu do rozwiązywania 
zadań optymalizacji progów ciągowych tłocznika do blach ka-
roseryjnych.
SŁOWA KLUCZOWE: optymalizacja, nieliniowe modele MES, 
tłocznik, progi ciągowe

Solving of optimization tasks using nonlinear FEM models 
creates problems because of large expenditure of calcula-
tion time. The response surface methodology RSM and hybrid 
search SHERPA algorithms in application of optimization of 
stamping die drawbeads are presented and compared in the 
paper.
KEYWORDS: optimization, nonlinear FEM models, stamping 
die, drawbeads

Współczesne programy do komputerowego wspoma-
gania projektowania, wykorzystujące metodę elementów 
skończonych, coraz częściej zawierają moduły do rozwią-
zywania zadań optymalizacji. Użytkownik może formuło-
wać i rozwiązywać takie problemy, jak:
● optymalizacja parametryczna (geometry optimization), 
gdzie zmiennymi decyzyjnymi są wymiary lub parametry 
przekrojowe modelu MES, a  funkcją celu może być na-
prężenie, przemieszczenie węzłowe lub częstość własna;
● optymalizacja topologiczna (topologic optimization), 
gdzie poszukuje się takiego kształtu projektowanej części, 
który zapewni jej najlepsze rozłożenie materiału w prze-
strzeni z uwagi na kryterium maksymalnej sztywności, mi-
nimalnej częstości własnej itp.;
● analiza wrażliwości (sensitivity analysis), w  której 
bada się wpływ zmiany wybranych parametrów modelu 
MES na wskazaną wielkość (kryterium), aby ustalić pa-
rametry istotne i wyeliminować mało istotne z uwagi na 
poprawę danego kryterium.
W  wymienionych problemach rozwiązuje się zadanie 

optymalizacji:

    (1)

przy ograniczeniach: 

gdzie:  – wektor zmiennych decyzyj-
nych, – funkcja celu.

Rozwiązania poprawionego poszukuje się najczęściej 
według schematu:

    (2)

gdzie:  – kierunek poszukiwań;  – długość kroku, po 
którym w iteracji k uzyskuje się rozwiązanie poprawione [4].

Za kierunek poszukiwań przyjmuje się np. kierunek 
przeciwny do gradientu funkcji celu:

    (3)

Ponieważ punkt ma pozostawać w zbiorze dopusz-
czalnym (spełniać ograniczenia), kierunek poszukiwań 
koryguje się tak, aby był dopuszczalnym kierunkiem po-
prawy [4], czyli aby spełniał warunki:

    (4)

Ze względu na wspomniane problemy optymalizacji mo-
deli MES w każdej iteracji dotyczącej rozwiązywania za-
dania optymalizacji trzeba rozwiązać podproblem analizy 
strukturalnej lub modalnej modelu MES. Jeśli przy dostęp-
nych zasobach pamięci komputera i mocy obliczeniowej 
procesora czas rozwiązywania podproblemu nie jest zbyt 
długi, rozwiązanie zadania optymalizacji można uzyskać 
w czasie akceptowalnym z inżynierskiego punktu widze-
nia. Ewentualne skrócenie czasu obliczeń można osiąg- 
nąć dzięki poprawie efektywności numerycznej modelu 
MES (np. przez zredukowanie liczby stopni swobody) lub 
zdefiniowaniu początkowych wartości zmiennych decyzyj-
nych zadania optymalizacji w taki sposób, aby punkt star-
towy leżał bliżej rozwiązania optymalnego (to położenie 
punktu można ustalić np. na podstawie zgrubnego prze-
szukania zbioru dopuszczalnego).

Algorytmy optymalizacji nieliniowych modeli MES

W optymalizacji nieliniowych modeli MES warto zwrócić 
uwagę na dwa problemy, z którymi należy się uporać, aby 
przy dostępnych zasobach uzyskać rozwiązanie zadania 
w akceptowalnym czasie:
● czas rozwiązywania zadania nieliniowej analizy MES jest 
na tyle długi, że wykonanie niezbędnej do uzyskania roz-
wiązania optymalnego liczby powtórzeń pojedynczej itera-
cji algorytmu optymalizacji skutkuje zbyt długim łącznym 
czasem poszukiwania rozwiązania optymalnego – w  tym 
przypadku mamy do czynienia z niedostateczną efektyw-
nością numeryczną algorytmu optymalizacji;
● natura problemu analizy nieliniowej MES powoduje, że 
wyznaczone kierunki poszukiwań rozwiązań poprawio-
nych nie prowadzą do uzyskania rozwiązania optymal-
nego po akceptowalnej liczbie powtórzeń pojedynczej 
iteracji algorytmu optymalizacji (punkt startowy został nie-
właściwie określony lub wrażliwość funkcji celu na zmiany 
wektora zmiennych decyzyjnych zadania jest niejedno-
znaczna) – w tym przypadku mamy do czynienia z niedo-
stateczną odpornością algorytmu optymalizacji.
Wciąż poszukuje się algorytmów optymalizacji, które 

byłyby dostatecznie efektywne numerycznie i  odporne 
w zastosowaniu do problemów optymalizacji modeli nie-
liniowych. Dalej omówiono dwa algorytmy zaimplemento-
wane m.in. w programie DynaForm.
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Optymalizacja progów ciągowych tłocznika

Aby wyprodukować wytłoczkę bez wad, tłoczona blacha 
(formatka) musi być w odpowiednich miejscach przytrzy-
mywana z właściwą siłą między stemplem a matrycą, aby 
wywołać odkształcanie plastyczne potrzebne do uzyska-
nia projektowanego kształtu wytłoczki. Tę funkcję realizu-
ją tzw. progi ciągowe, czyli rowki w matrycy lub docisku, 
współpracujące z  progami w  stemplu, które, stawiając 
opór przeciąganej przez nie blasze podczas tłoczenia, 
przytrzymują ją z odpowiednią siłą. Zadanie optymalizacji 
progów ciągowych polegało na wyznaczeniu takiego profi-
lu i rozmieszczenia progów, które eliminuje wady wytłocz-
ki w postaci pęknięć i  zmarszczek. Wytłoczkę z wadami 
przed optymalizacja progów przedstawiono na rys. 1.

Rys. 2. Model 
dyskretny 
elementów 
tłocznika  
i formatki

Na potrzeby zadania zbudowano w  programie Dyna-
Form modele MES formatki oraz powierzchni roboczych 
części tłocznika, tj. matrycy, stempla i docisku. Modele po-
wierzchni roboczych tłocznika utworzono z czterowęzło-
wych elementów powierzchniowych typu shell, które były 
nieodkształcalne, a formatkę starannie zdyskretyzowano 
za pomocą ośmiowęzłowych elementów powierzchnio-
wych typu shell16 (tzw. fully integrated shell). Formatce 
przypisano materiał HSLA250, tj. stal do tłoczenia na zim-
no części karoserii o granicy plastyczności 250 MPa oraz 
granicy wytrzymałości 345 MPa. Wzajemne oddziaływa-
nie powierzchni roboczych tłocznika i  formatki potrakto-
wano jako jednostronne więzy z tarciem i zamodelowano 
elementami kontaktowymi typu powierzchnia–powierzch-
nia (one-way-surface-to-surface). Przyjęto współczynnik 
tarcia μ = 0,125. W ten sposób powstał kompletny model 
MES tłocznika i  formatki, pokazany na rys. 2, który wy-
korzystano do symulacji tłoczenia i  rozwiązania zadania 
optymalizacji progów ciągowych.

Rys. 1. Wytłoczka z wa-
dami w postaci pęknięć 

i zmarszczek

Algorytm SHERPA [7]

SHERPA (simultaneous hybrid exploration that is ro-
bust, progressive and adaptive) to w wolnym tłumaczeniu 
algorytm jednoczesnego hybrydowego przeszukiwania, 
który jest odporny, progresywny i adaptacyjny. W istocie 
nie jest on jednym algorytmem, lecz kombinacją od dwóch 
do dziesięciu różnych algorytmów, które działają równo-
cześnie, przy czym wybór algorytmu i  jego parametrów 
decydujących o zbieżności i efektywności odbywa się au-
tomatycznie. Dzięki temu SHERPA rozpoznaje charakter 
optymalizowanej funkcji celu i zbiór dopuszczalny, a na-
stępnie adaptuje się do rozwiązywanego zadania optyma-
lizacji, wybierając najlepszy w danym momencie algorytm 
z  najlepszymi parametrami. Podobnie jak w  przypadku 
każdego innego uniwersalnego algorytmu optymalizacji 
nie ma gwarancji, że algorytm zawsze niezawodnie i efek-
tywnie znajdzie rozwiązanie optymalne. Praktyka nume-
ryczna potwierdza jednak, że statystycznie SHERPA jest 
algorytmem sprawdzającym się w wielu zastosowaniach.
Najważniejsze z algorytmów optymalizacji, które wyko-

rzystuje SHERPA to:
● algorytmy optymalizacji lokalnej, takie jak:
– algorytm Levenberga-Marquardta [2], który jest szybko 
zbieżny (zwłaszcza dla niezbyt złożonych modeli), a jed-
nocześnie wrażliwy na wybór punktu startowego;
– algorytm Neldera-Meada (pełzającego sympleksu) [3], 
który jest odporny i umiarkowanie zbieżny (zwłaszcza dla 
złożonych modeli);
● algorytmy optymalizacji globalnej, takie jak:
– algorytm ewolucji różnicowej (differential evolution – 
moncar) [6], który najszybciej próbkuje liczne zbiory do-
puszczalne;
– algorytm systematycznego przeszukiwania (gridsearch) 
[4], który zgrubnie i szybko rozpoznaje charakter funkcji 
celu i zbiór dopuszczalny.

Metoda powierzchni odpowiedzi (RSM) [1]

Metoda RSM (response surface methodology) polega 
na aproksymowaniu odpowiedzi modelu MES na zmia-
ny zmiennych decyzyjnych zadania optymalizacji tzw. 
powierzchną odpowiedzi, która staje się surogatem (me-
tamodelem) pierwotnego zadania optymalizacji. Jeśli po-
wierzchnię odpowiedzi  przybliży się szeregiem funk-
cji bazowych:

    (5)

to stałe  wyznacza się, minimalizując sumę kwadratów 
odchyleń powierzchni odpowiedzi w P punktach kontrol-
nych odpowiedzi modelu MES:

    (6)

Rozwiązaniem zadania (6) jest wektor stałych:

    (7)

gdzie: 

Losując położenie punktów kontrolnych, np. metodą 
LHS (latin hypercube sampling), otrzymuje się metamo-
del pierwotnego zadania optymalizacji, który z racji przy-
bliżenia według wzoru (5) jest o wiele bardziej efektywny 
numerycznie.
Dalej opisano przykład praktycznego wykorzystania al-

gorytmów optymalizacji nieliniowego modelu MES do po-
prawy konstrukcji tłocznika do blach karoseryjnych.

W  zadaniu optymalizacji zdefiniowano osiem progów 
ciągowych, których rozmieszczenie początkowe, poka-
zane na rys. 3, wynika z  doświadczenia konstruktorów.  
Zadanie rozwiązano w  programie DynaForm, w  którym 
próg ciągowy zastępuje się siłą w płaszczyźnie formatki, 

Rys. 3. Rozmieszcze-
nie progów ciągowych 

na formatce
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rozłożoną równomiernie wzdłuż zdefiniowanej linii. War-
tość siły zależy od profilu progu ciągowego oraz grubo-
ści i  rodzaju materiału formatki, a  oblicza się ją według 
algorytmu Stoughtona [5]. Program operuje względną 
wartością siły wzdłuż progu, będącą procentem siły mak-
symalnej, która uniemożliwia przesuwanie blachy przez 
próg. Domyślną wartością początkową jest 50% tej siły. 
Po rozwiązaniu zadania wyznaczone względne wartości 
sił wzdłuż progów można przeliczyć na odpowiednie profi-
le progów według wspominanego algorytmu Stoughtona.
Aby przeprowadzić symulację tłoczenia, zadano kine-

matykę procesu, zgodnie z którą najpierw docisk zamyka 
formatkę w matrycy, a następnie dosuwający się stempel 
kształtuje formatkę aż do zamknięcia stempla i matrycy.
Po przeprowadzeniu symulacji jakość wytłoczki należy 

sprawdzić za pomocą diagramu krzywych granicznych 
tłoczności (tzw. diagramu FLD), na którym podawane jest 
ryzyko pęknięć i  powstania zmarszczek w wytłoczce. Na 
rys. 4 przedstawiono wynik symulacji dla wytłoczki przed 
optymalizacją progów ciągowych, który potwierdza ryzy-
ko pęknięć zmarszczek w miejscach, w  których te wady 
rzeczywiście wystąpiły (rys. 1). To świadczy o poprawno-
ści przyjętego modelu MES. Aby otrzymać wytłoczkę bez 
wad, należy tak dobrać siły wzdłuż progów ciągowych, 
aby pęknięcia i zmarszczki nie powstawały.

Rys. 4. Diagram FLD dla wytłoczki przed optymalizacją progów ciągowych

Rozwiązanie zadania optymalizacji 

W  zadaniu optymalizacji progów ciągowych, rozwią-
zanym w  programie DynaForm, składowymi wektora 
zmiennych decyzyjnych  były wartości sił wzdłuż pro-
gów ciągowych, a  funkcją celu  – wielkość obsza-
ru wytłoczki, w  którym występuje ryzyko pękania lub 
powstawania zmarszczek. Ograniczeniem był procen-
towy zakres siły wzdłuż progów ciągowych: przyjęto 

. Założono ponadto, że wartości 
sił wzdłuż progów 1 i 4 oraz 2 i 3 (rys. 3) są takie same, 
co pozwoliło zredukować liczbę zmiennych decyzyjnych 
zadania do sześciu.
Dla porównania jakości rozwiązań i  czasu obliczeń to 

samo zadanie optymalizacji rozwiązano za pomocą algo-
rytmów SHERPA i RSM. W tablicy zestawiono optymalne 
wartości zmiennych decyzyjnych. Jak widać, w przypadku 
obu algorytmów rozwiązania są podobne, co potwierdza 
poprawność wyników. Orientacyjne czasy rozwiązania 
zadania optymalizacji na komputerze z procesorem Intel 
i7/3,2GHz/16GB RAM były różne i wyniosły: dla algorytmu 
SHERPA – ok. 12 h, dla algorytmu RSM – ok. 192 h.
Ponieważ celem optymalizacji było poprawienie jako-

ści wytłoczki, warto dla optymalnych progów ciągowych 
ponownie przeprowadzić symulację tłoczenia i sprawdzić 
diagram FLD. Na rys. 5 przedstawiono taki diagram, z któ-

TABLICA. Optymalne siły wzdłuż progów ciągowych  jako procent 
siły  uniemożliwiającej przesuw blachy przez próg

Numer progu i 1, 4 2, 3 5 6 7 8

 w % wg SHERPA 21 20 3 3 11 9

 w % wg RSM 20 20 2 2 10 11

Rys. 5. Diagram FLD dla wytłoczki po optymalizacji progów ciągowych 

rego wynika, ze optymalizacja progów ciągowych przynio-
sła zamierzony cel (por. rys. 4) i wytłoczka nie ma wad.
W praktyce optymalne wartości sił wzdłuż progów cią-

gowych automatycznie przelicza się na wymiary progu. 
Na rys. 6 pokazano okno dialogowe programu DynaForm, 
które podaje wymiary przykładowego progu nr 6 o profi-
lach półokrągłym i prostokątnym.

Rys. 6. Wymiary półokrą-
głego i prostokątnego 
progu ciągowego nr 6 

dla optymalnej siły

Wnioski

● Dostępne w  oprogramowaniu inżynierskim algorytmy 
rozwiązywania zadań optymalizacji, w których w pojedyn-
czej iteracji należy wyznaczyć odpowiedź nieliniowego 
modelu MES na zmiany zmiennych decyzyjnych zadania, 
są wystarczająco skuteczne w przypadku rozwiązywania  
rzeczywistych zadań projektowych.
● Jakość rozwiązania uzyskanego algorytmami RMS 
i  SHERPA jest porównywalna, lecz algorytm SHERPA  
jest efektywniejszy numerycznie – czas obliczeń był  
ok. 16 razy krótszy.
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