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Analiza stanow krytycznych mostu w czasoprzestrzeni

Analysis of critical state for bridge in 3D-time space

JAN OBREBSKI*

W pracy zbadano mozliwo$¢ oceny stanu krytycznego mostu
pod wplywem obcigzenn ruchomych, z zastosowaniem jed-
nolitego kryterium oceny geometrycznej zmiennosci i utraty
statecznosci konstrukcji oraz czasoprzestrzeni modelowa-
nej réznicami skonczonymi. Oba ujecia numeryczne zostaty
zaproponowane przez autora. Wspomnianym kryterium jest
zerowa warto$¢ gtdwnego wyznacznika dynamicznej macierzy
sztywnosci dla mostu, a nawet zadania - gdy obcigzenie po-
rusza sie dalej poza przestem. Wyniki przyktadow liczbowych
pokazuja skuteczno$¢ metody i wptyw réznych parametréw na
stany krytyczne.

SLOWA KLUCZOWE: czasoprzestrzen, roznice skonczone,
most, stan krytyczny

In the paper was pointed possibility to evaluate critical state
of bridge under travelling loading, applying uniform criterion
for geometrical changeability and instability of structure and
3D-time space method modelled by finite differences. The
both numerical methods are formulated by present author.
In the above criterion is used value of main determinant of
dynamical stiffness matrix for bridge or even for task, when
loading is travelling beyond span. Results shows efficacy of
the method and influence of some parameters.

KEYWORDS: dynamics, 3D-time space, finite differences,
bridge, critical state

Praca stanowi powazny krok w badaniu zastosowan
czasoprzestrzeni (dalej: CzP) i jednolitego kryterium —
sformutowanych przez autora — do analizy stanow kry-
tycznych konstrukcji. Szersze spojrzenie na rozwdj zasto-
sowania CzP do analizy dynamicznej réznych konstrukgciji
przedstawiono podczas poprzedniej Miedzynarodowej
Szkoly Komputerowego Wspomagania Projektowania,
Wytwarzania i Eksploatacji [17] oraz w publikacjach auto-
ra w ksiegach konferencji LSCE.

We wspomnianej metodzie do opisu zadania oprocz
trzech wymiaréw dodaje sie czwarty — czas. Duzy wktad
w zakresie zastosowania CzP do zadan mechanicznych
whniesli: Z. Kaczkowski [4—6], ktéry wprowadzit formalizm
metody elementéw skonczonych, a takze jego wspétpra-
cownicy [17], ktérzy stosowali CzP w réznym ujeciu. We-
dtug tej koncepcji wykonali oni przyktady dotyczgce dosé
prostych zadan technicznych. Oczywiscie ich badania
byly poprzedzone szeregiem prac innych autoréw.

Przetomem w tym zakresie byt doktorat R. Szmita [20].
Do analizy zachowania sie budynku wysokiego autor
zastosowal numeryczne podejscie wykorzystujgce CzP
wraz z metodg réznic skonczonych (MRS). Okazato sie
ono w petni skuteczne. Jedyng trudnoscig byto wtasciwe
dobranie tzw. kroku czasowego. Ostatecznie ujecie to
otrzymato nazwe 3D-TSM (3D-time space method).

Niemal réwnolegle do prac R. Szmita autor niniejszego
artykutu i pomystodawca metody wykonat liczne przyktady
dotyczace innych obiektéw inzynierskich — obcigzen ru-
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chomych na mostach, drogach i pasach startowych lotni-
ska. Testowat modele pretowe i ptytowe. Niektore zadania
wykonali — jako prace domowe (2017) — studenci teorii
konstrukcji (A. Franus, J. Kutyna, J. Rawiak, £. Rogula
i T. Tarabasz), wykorzystujgc programy komercyjne do-
stepne na Wydziale Inzynierii Lgdowej Politechniki War-
szawskiej. Dato to ocene skutecznosci metody i jakosci
wynikow dla mostu o przekroju z rys. 1.
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Rys. 1. Analizowany przekrdj mostu stalowego, zblizony do rzeczywiste-
go [17, 18]

Obliczenia wykonane przez studentéw byty obarczone
btedami, dlatego autor podjgt szeroko zakrojone prace
majgce na celu uzyskanie poprawnych wynikéw, ktore
zostang publikowane odrebnie. Po korekcie zakresu prac
powierzonych studentom wykonano obliczenia dla mas
20t i 100 t, poruszajgcych sie z réznymi predkosciami
po moscie o rozpietosci: L =50, 60, 70, 80, 90 i 100 m.
Oceniano tez wptyw gestosci podziatu dzwigara na odcin-
ki: n=8 lub n=10. Ubocznym efektem tych badan jest
ta praca, ukierunkowana na stany krytyczne dynamiki
mostu o przekroju pokazanym na rys. 1, przy zatozeniach
zblizonych do podanych studentom. Jako podstawowe
narzedzia wykorzystano sformutowane przez autora: jed-
nolite kryterium oceny geometrycznej zmiennosci i utraty
statecznosci konstrukcji (JK GZ+US) [9-11, 14—-16] oraz
3D-TSM [12, 13, 17].

Jednolite kryterium (JK GZ+US)

Na badanie wartosci A wyznacznika gtéwnego (WG)
macierzy sztywnosci (K, (6);) zwrécono uwage w ksigz-
ce [1]: przy obliczeniach numerycznych warto$¢ macierzy
wspoifczynnikow uktadu réwnan rownowagi wszystkich
weztéw musi by¢ rézna od zera. W przeciwnym razie
oznacza to geometryczng zmienno$c (GZ) uktadu preto-
wego. W publikacji tej podkreslano czasochtonny charak-
ter metody. Podano, Ze analiza konstrukcji o 238 weztach
i 792 pretach w programie napisanym w jezyku ALGOL 60
zajeta 90 min (w 1970 r.).

Obecnie mozna stwierdzi¢, ze jest to Scista meto-
da, najbardziej pomystowa i skuteczna, przyjmujgca za
miernik wartos¢ zerowg WG macierzy K uktadu, gdzie
A =det[K] =0 s$wiadczy o GZ lub utracie statecznosci.
Ten warunek autor wykorzystat w programach WDKM
i KMT [8, 2] do numerycznego sprawdzenia, w dwdch
etapach, GZ konstrukgcji pretowych o dowolnej kombinaciji
weztow sztywnych i przegubowych. Na pierwszym etapie
komputer sprawdzat, w sensie lokalnym, postulaty spre-
cyzowane w pracy [8] i cytowane w [2]. Na drugim eta-
pie, wykonywanym juz po utozeniu macierzy K, w trakcie
wyznaczania niewiadomych metodg kolejnych eliminacji
Gaussa, obliczano wartosci WG wedtug wzoru [7]:
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A= det[K] = Kll K122 K233 Kl_lll Kn_lnn (1)

Jest to iloczyn wyrazow stojgcych na gtoéwnej przekat-
nej zmodyfikowanej po n eliminacjach macierzy sztywno-
§ci, w wierszu 0 numerze n (z pewnymi ograniczeniami
— patrz [8]).

Nalezy tez wskaza¢, ze w przypadku rozwigzan anali-
tycznych site krytyczng wedtug Eulera wyznaczano, przy-
réwnujgc do zera jedno wyrazenie otrzymane na bazie
réwnania rézniczkowego i warunkow brzegowych. Podob-
nie postepowano przy okreslaniu (krytycznych) czestosci
drgan wiasnych [3]. Wiasow tez korzystat z przyréwnania
do zera wyznacznika otrzymanego na bazie ukfadu trzech
réwnan rézniczkowych (patrz m.in. [9, 10]).

Réwniez w podreczniku [9] podano przykiad wyzna-
czenia — z zastosowaniem jednolitego kryterium — sta-
nu krytycznego dla preta obcigzonego sitg podtuzng P
i drgajgcego z czestoscig drgan w. Dalej, w pracach
[15,16], przytoczono przyktady réznych kombinacji ob-
cigzen podtuznych i poprzecznych, dajagcych w rezulta-
cie stan krytyczny preta, a ponadto wyznaczono granicz-
ne krzywe obcigzen krytycznych i graniczne powierzchnie
krytyczne.

Wykorzystane rownania rézniczkowe

We wspomnianych zadaniach oraz w doktoracie R. Szmi-
ta wykorzystano bardzo ogdlne réwnania ruchu podane
w podreczniku [9]. Jest to w sumie ukfad czterech réwnan
rézniczkowych drugiego i czwartego rzedu, z pochodnymi
wzgledem wspétrzednej n, liczonej wzdiuz dtugosci belki,
dla katéw skrecenia i trzech przemieszczen okreslonych
wzgledem osi uktadu odniesienia i czasu. W ogolnym przy-
padku rownania te sg ze sobg powigzane przez przemiesz-
czenia v; (podtuzne, poprzeczne) i skrecenia ©® wzgledem
osi podtuznej preta. Opisujg one zaréwno drgania swobod-
ne i wymuszone, jak i ich ttumienie przez otaczajgcy osro-
dek (interakcje), w tym grunt, powietrze i wode.

Wspomniane ogdlne réwnania ruchu opracowano poczat-
kowo na potrzeby teorii pretéw cienkosciennych. Teoria ta
obejmuje statyke, dynamike i teorie drugiego rzedu, w tym
statecznos¢ pojedynczego preta. Prety pryzmatyczne mogg
w tej teorii mie¢ dowolne przekroje poprzeczne, zlozone
z kilku materiatéw, otwarte i zamkniete, a takze mie¢ zdefi-
niowane rézne warunki brzegowe. Osrodek moze optywac
pret z okreslong predkoscia. Dzieki takim zatozeniom teo-
ria znajduje zastosowanie w bardzo wielu zadaniach.

W pracach [15-17] pokazano, ze wspomniane réw-
nania ruchu dla dzwigara mostowego mozna znaczgco
uproscic, pomijajgc wiele wyrazow. Wynika to ze specyfiki
zadania. W ten sposoéb zostaty dwa rownania niezalezne
od siebie, opisujace zginanie v i skrecanie 0 (oznaczenia
sg zgodne z pracami [9, 10, 18]:

E}ZVBIV + luv3 - i).;[2)71 = q; (2)

ETI_’DGIV - K&®"+®[12m + I}m + :u(USA)Z] +
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— 01
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Roéznicowe réwnania ruchu dla obcigzen mostu

Zastosowano tu do opisu zadania CzP w ujeciu nume-
rycznym 3D-TSM, wykorzystujgcym MRS. Umozliwia to
uzyskanie odpowiedzi mostu na praktycznie dowolne obcig-
zenia ruchome, a jednoczesnie na pokazanie odksztatcen
uktadu w kazdej z rozpatrywanych chwil czasowych [17].
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Przyjmowano, ze most jest belkg cienkoscienng o duzych
rozmiarach, o dtugosci L, podzielong na n odcinkéw o wy-
miarze a = A n =I/n, z punktami podziatu o kolejnych nume-
rach i. Linie ugiecia belki okresla sie w m kolejnych chwilach
czasowych o numerach t.

Dwa rézniczkowe réwnania ruchu (2) i (3) w sposob for-
malny zamieniono na operatory réznicowe (4) i (5), zaste-
pujac poszczegolne pochodne, w tym czgstkowe, ich od-
powiednikami réznicowymi [10]. Dolne indeksy, oddzielone
przecinkiem, wskazujg aktualny punkt w czasoprzestrzeni,
oznaczony indeksem (t, /). Ten sam punkt i podziatu bel-
ki w chwili poprzedniej oznaczono (t—1,/), a dla nastepnej
(t + 1,i). Ugiecie pionowe belki oznaczono jako w =v;. Po
przemnozeniu réwnania (2) przez a*/E I, i réwnania (3)
przez a4/E 1, oraz po przegrupowaniu wyrazow otrzy-
mano niezalezne réznicowe réwnania ruchu: dla zginania
w ptaszczyznie pionowej (4) i dla skrecania (5):

W K+ w o K+ w K+
FW AW K+ w Ky +w, K +w s+ (4)
W K w Ky w K =0
0,_,.,6+0,_,6G,+0,_,,,G +
+0,,,+0,,,6,+0,,6G,+0,,,6,+0, ,,+ )
0.0 +0,,,6,+ ®/+1,i+lGl =S

Symbole K; oraz G; oznaczajg wspotczynniki [18]. Trzy
wiersze tych wzoréw opisujg kolejne chwile czasowe.

Roéznicowa dynamiczna macierz sztywnosci mostu

Po zapisaniu operatoréw roznic skonczonych (4) i/lub
(5) dla wszystkich punktéw podziatu belki i otrzymuje sie
dynamiczng macierz sztywnosci (DMS), zawierajacg in-
formacje o schemacie dzwigara i predkosci oraz potoze-
niu pojazdéw na moscie dla wszystkich zatozonych chwil
czasowych (rys. 2). Zadanie sprowadza sie do rozwig-
zania uktadu réwnan algebraicznych liniowych (6), [10].
Jesli do opisu zadania wykorzystuje sie wiecej niz jedno
réznicowe réwnanie ruchu, np. wzory (4) i (5), otrzymuje
sie réznicowo-macierzowe réwnanie réwnowagi jednego
wezta (6)s:

Kx=Q
C. i(/i + Z ALE, jqn,_ =0
-1

A=l

| (6)
> ﬂz -+ WAEA)} —q

=1 LA=]

Méwi sie wowczas o metodzie réwnan réznicowo-ma-
cierzowych — w tym przypadku zastosowanej do czaso-
przestrzeni (por. rys. 2). Taki opis stosowano do bardzo
zaawansowanego numerycznie systemu obliczeniowego
o0 nazwie WDKM [8]. Sposéb tworzenia DMS konstruk-
¢ji podano m.in. w pracach [12,20,17]. Czasoprzestrzen
jako metoda komputerowa (3D-TSM) z punktu widzenia
numerycznego jest zadaniem dwuwymiarowym [17,18].
Tam rozpatruje sie stan rownowagi konstrukcji wspolnie
dla wszystkich chwil czasowych t.

Tu K jako DMS [12] ma liczbe wierszy i kolumn
N =Ixnxm, gdzie | jest liczbg rownan ruchu opisujgcych
zadanie (np. cztery lub dwa — (4), (5)), n — liczba punk-
tow podziatu belki, m — liczba rozpatrywanych punktow
czasowych, oddalonych od siebie o odcinek czasu At.
Kazdy element globalnej DMS — K[NxN] jest tradycyj-
ng macierzg sztywnosci K[wxw], gdzie w=1xn [17,18].
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Jako warunki brzegowe uwzglednia sie w sposoéb trady-
cyjny podparcie konstrukgcji [10] oraz warunek poczgtkowy
dla t=0 (znany lub rowny zeru) i kocowy (najczesciej
jako roznica ,wstecz’). W pracy [18] pokazano tez dwa
warianty, gdy DMS tworzg dwa réwnania opisujace zgina-
nie (4) i skrecanie (5).

t=1t=2)t=3[t=4/t=5[t=6|t=7
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Rys. 2. DMS (6), — K i wyrazy Q dla belki,gdy m=7,n=7,1=1, w ruchu
jednostajnym. Podmacierze majg wymiary: K([7 x 7], V.[7 x 7]

Przyktady obliczania stanow krytycznych dla mostu

Do testowania stanéw krytycznych przyjeto fikcyjne
przesto mostu [18] o przekroju z rys. 1. Jest ono swobod-
nie podparte i w dwoch przeciwnych kierunkach ma po
trzy pasy ruchu dla samochodow oraz pas dla rowerow
i pieszych — kazdy o szerokosci 3 m. Szeroko$¢ dzwigara
wynosi 30 m, a wysokos¢ — 6 m. Dla skrecania na kon-
cach przesta przyjeto zerowe obroty i swobode deplana-
cji. Dzwigar w kazdym zadaniu miat przekrdj o podobnym
rysunku i trzy obwody zamkniete [17,18]. Srodkiem ze-
wnetrznego pasa kotowego (na mimosrodzie e =7,5 m)
porusza sie masa 20t lub 100t (sita P =200 kN lub
1000 kN). Dzwigar jest skrecany momentem M, = Pe. Za-
tozono dwie dtugosci dzwigara L =50 i 100 m. Grubosci 6
jego scian dobrano tak (z doktadnoscig 0,01 mm), aby
przy sile nieruchomej ugiecia byty mniejsze od 0,001L.

Zmiana znaku wartosci A WG dla DMS na wykresach
oznacza, ze w tym przedziale badanego parametru
(tu: predkosci obcigzenia) wystgpita wartos¢ krytyczna
[18]. Otrzymywane wartosci liczbowe byty tak duze (np.
A =6,2E+p), ze uniemozliwiaty sporzgdzenie wykresow,
dlatego sporzgdzono orientacyjne wykresy wartosci wy-
ktadnika poteg p liczb A. Wartosci A dla skrecania sg
znacznie wigksze niz dla zginania dzwigara. Wielkos¢
poruszajgcej sie po moscie masy przy obliczaniu A jest
uwzgledniona w jego sztywnosci i tym samym w masie
dzwigara [18].

Whioski z poprzednio wykonanych obliczen

W kilku poprzednich publikacjach, cytowanych w [17, 18],
pokazano linie ugiecia dla belek, po ktérych masa poruszata
sie ruchem jednostajnym z réznymi predkosciami. Podob-
nie w pracy [13] poréwnano ugiecia belki mostowej o dtugo-
Sci L =100 m. Z przedstawionych tam rysunkéw wynika,
ze powyzej predkosci 360 km wykresy linii ugiecia wyka-
zujg osobliwosci (pewien chaos), co moze wskazywaé na
przekroczenie predkosci krytycznej. Petna ocena zadania
powinna wiec nastgpi¢ po wyznaczeniu linii ugiec.

Wykorzystane programy komercyjne
Podane w pracy [18] przyktady wykonano za pomo-

cg programu MS Excel 2007. Dotyczy to utozenia DMS
oraz obliczenia dla niej wartosci A dla WG i sporzgdze-
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nia wykresow. W tym zakresie jest to bardzo wygodne
narzedzie. Obliczenie wartosci WG dla DMS odbywato
sie w czasie rzeczywistym (natychmiast). Natomiast roz-
wigzania uktadéw réwnan algebraicznych liniowych (6); —
jako niedostepne — zostang przeprowadzone za pomocg
programoéw wiasnych.

Podsumowanie

Wykonane przyktady nie uwzglednity wielu problemow
wystepujacych w rzeczywistym moscie. Mimo to otrzyma-
ne wyniki tabelaryczne i sporzgdzone na ich podstawie
wykresy [18] potwierdzajg przydatnos¢ JK GZ+US do
oceny predkosci krytycznych dla obcigzeh poruszajgcych
sie (nie tylko) po mostach. Wartosci takich predkosci za-
lezg od wielkosci poruszajgcej sie masy oraz rozpietosci
i masy samego mostu. Barierg w planowaniu wielkosci za-
dania (liczby weztéw w CzP) jest zdolno$¢ komputera do
pamietania duzych liczb.
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