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Model symulacyjny szlifowania wibracyjnego powierzchni 
płaskich  

Simulation model for vibratory grinding of flat surfaces  
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W artykule zaprezentowano wyniki pracy modelu szlifo-
wania wibracyjnego z wprowadzaniem oscylacji na przed-
miot obrabiany. Przedstawiono wybór częstotliwości 
wprowadzanych do modelu poprzez wyznaczenie widmo-
wej funkcji przejścia struktury szlifierki wykorzystując 
eksperymentalną analizę modalną. 

SŁOWA KLUCZOWE: modelowanie, szlifowanie wibra-
cyjne 

Model results of vibratory grinding with workpiece stimulat-
ed into forced vibration were presented in the article. The 
selection of frequency values for forced vibration was per-
formed by determination of the spectral transfer function 
FRF for the grinder using the experimental modal analysis 
method. 

KEYWORDS: modelling, vibratory grinding 

 

Metoda szlifowania wibracyjnego charakteryzuje się 
wprowadzeniem do kinematyki szlifowania konwencjonal-
nego dodatkowego ruchu oscylacyjnego o określonych pa-
rametrach na przedmiot obrabiany lub ściernicę [2]. 
Większość publikacji literaturowych dotyczących szlifowania 
wibracyjnego powierzchni płaskich obejmuje drgania wymu-
szone w zakresie częstotliwości ultradźwiękowych [6], [7], 
[9], [10], [11]. Natomiast pozycje literaturowe ze stosowa-
nymi niskimi częstotliwościami - do 1kHz są nieliczne [3], 
[8], [12] i również wykazują pozytywne zalety prowadzenia 
tego procesu. Dlatego warunki szlifowania nie wymagające 
zastosowania głowic ultradźwiękowych warte są rozpozna-
nia. Zasada polepszania powierzchni po szlifowaniu wibra-
cyjnym nie jest do końca jasna i stąd potrzeba podjęcia 

nowych wysiłków ku lepszemu dopasowaniu analiz teore-
tycznych do badań doświadczalnych. W niniejszym opraco-
waniu przedstawiono część wyników otrzymanych przez 
autorów na podstawie symulacji własnego modelu szlifowa-
nia wibracyjnego z wyznaczonymi parametrami (opisanymi 
w [5]) rzeczywistego układu szlifierki do płaszczyzn typu 
SPC-20. Powiązanie dwóch modeli przedstawionych na rys. 
1 umożliwia przeanalizowanie wpływu zmiennych dyna-
micznych szlifowania wspomaganego drganiami na otrzy-
maną chropowatość powierzchni przedmiotu obrobionego. 
Nastawnymi parametrami wejściowymi dynamicznego mo-
delu fizycznego są amplituda F i częstotliwość f siły wymu-
szającej zewnętrzne drgania przedmiotu szlifowanego Fw2. 
Wielkościami wyjściowymi tego modelu i jednocześnie wej-
ściowymi parametrami drgań do kinematycznego modelu 
chropowatości powierzchni obrobionej są: amplituda na 
biegu luzem Abl, amplituda podczas skrawania A i częstotli-
wość f drgań ściernicy względem szlifowanej próbki mierzo-
ne w kierunku równoległym do osi ściernicy. 

 

Rys. 1. Przedstawienie zmiennych wejściowych i wyjściowych pa-
rametrów dwóch modeli proponowanych w badaniach symulacyj-
nych 

Na podstawie modelu kinematycznego otrzymuje się 
wartości parametrów chropowatości Ra i Rz powierzchni 
obrobionej po szlifowaniu. 

Dynamiczny model fizyczny 

Rzeczywistym obiektem badań jest szlifierka do płasz-
czyzn typu SPC-20. Ten układ ma bardzo dużą liczbę punk-
tów materialnych i w związku z tym jeszcze większą liczbę 
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stopni swobody. Jeśli nie wprowadzi się układu zastępczego 
określenie rozwiązania w postaci przebiegów czasowych 
wszystkich tych punktów staje się niemożliwe [1]. W związ-
ku z tym podjęto się wyszczególnienia z rzeczywistego 
obiektu badań kilku zespołów przypisując im masy brył 
sztywnych (rys. 2): m1 - stół szlifierki, m2 - stolik wibracyjny 
z oprzyrządowaniem i przedmiotem obrabianym, m3 - cał-
kowita masa zespołu wrzeciona. Wymienione masy modelu 
są podparte na elementach sprężystych i tłumione oporem 
wiskotycznym. Siła Fa równoległa do osi wrzeciona w strefie 
skrawania wynika z wprowadzania siły harmonicznej Fw2 
generowanej przez specjalny stolik wibracyjny zamocowany 
do stołu szlifierki. Zależność pomiędzy tą siłą a względną 
prędkością drgań ściernicy i przedmiotu obrabianego 
(𝑦̇3 − 𝑦̇2) jest określona współczynnikiem proporcjonalności 
kv. Dalsze założenia do opisywanego dynamicznego modelu 
szczegółowo przedstawiono w pozycji literatury [4]. 

 

 

Rys. 2. Fizyczny model szlifierki i procesu szlifowania płaszczyzn 

Z ogólnego opisu modelu uwzględniono tylko równania 
mające istotny wpływ na wartości parametrów drgań wpro-
wadzanych w kierunku y, które decydują o chropowatości 
powierzchni otrzymanych po szlifowaniu wibracyjnym. Wo-
bec tego na podstawie modelu fizycznego z utworzonego 
układu równań różniczkowych drugiego rzędu wykorzystano 
równania dla sił w kierunku osi ściernicy. Tworzą one model 
matematyczny w postaci: 

222222 waz FFykycym =−++    (1) 

03333 =+++ awywy Fykycym    (2) 

)( 23 yykF va  −=   (3) 

Część parametrów modelu fizycznego została wyzna-
czona analitycznie, a część doświadczalnie na podstawie 
obiektu rzeczywistego. 

 Wybór wartości częstotliwości drgań wprowadza-
nych do modelu symulacyjnego 

Przyjęty zakres wartości siły F do symulacji komputero-
wych wynika z zakresu możliwości technicznych zastoso-
wanego wzbudnika użytego w badaniach doświadczalnych. 
Wielkościami wejściowymi do dynamicznego modelu proce-
su szlifowania były: 

- amplituda F siły Fw2 drgań wymuszonych zadawana 
z krokiem 2,5N w zakresie do 22,5N, 

- częstotliwość f zmian siły drgań wymuszonych zadawa-
na w zakresie do 1000Hz. 

Podczas wyboru wartości częstotliwości drgań wprowa-
dzanych do modelu symulacyjnego kierowano się podsta-
wową zasadą unikania częstotliwości równych bądź bliskich 
częstotliwościom drgań własnych poszczególnych zespołów 
szlifierki dla kierunku z - normalnego do obrabianej po-
wierzchni. Częstotliwości drgań w kierunku y (kierunek osi 
wrzeciona ściernicy) mogą wzbudzać drgania w kierunku z. 
Wskutek wystąpienia zjawiska rezonansu większe drgania 
w kierunku z mogą spowodować pogorszenie chropowato-
ści powierzchni po szlifowaniu. 

W celu poznania częstotliwości drgań własnych całej 
struktury dynamicznej szlifierki wyznaczono jej inertancję 
w kierunku z metodą eksperymentalnej analizy modalnej. 
Wykorzystano system pomiaru wymuszenia i odpowiedzi 
firmy Brüel&Kjær opisany w [4]. W środowisku komputero-
wym systemu Pulse wyznaczono widmową funkcję przejścia 
FRF szlifierki dotyczącą impulsowego wymuszenia i reje-
stracji drgań dla kierunku z (rys. 3). Na podstawie tego wy-
kresu wybrano częstotliwości, dla których otrzymano kilka 
minimów lokalnych składowej stałej funkcji FRF. Są to czę-
stotliwości: 125, 250, 500, 620, 670, 740 i 1000Hz i dla tych 
wartości wprowadzano drgania zewnętrzne. 

Dodatkowo w rozważeniach dotyczących wyboru często-
tliwości wprowadzanych do układu wzięto pod uwagę wła-
ściwości dynamiczne samego zespołu wrzeciona ze 
ściernicą. Odgrywają one zasadniczą rolę w osiąganiu wy-
sokiej jakości powierzchni szlifowanych. Dlatego zespół 
wrzeciona narzędziowego poddano badaniom eksperymen-
talnej analizy modalnej. Uderzano młotkiem modalnym w 
ściernicę, a odpowiedź w postaci przyspieszenia drgań 
mierzono czujnikiem - akcelerometrem przyklejonym do 
końcówki wrzeciona. Wykorzystując komputerowy system 
Pulse wyznaczono widmową funkcję przejścia FRF wrze-
ciona ze ściernicą (rys. 4). Na podstawie przebiegu tej funk-
cji wyraźnie widać ogólny wzrost jej wartości do 
maksymalnej przy częstotliwości około 500Hz. Jest to druga 
częstotliwość drgań własnych wrzeciona ze ściernicą w 
kierunku z. Przebieg przedstawiony na rysunku 4 ma rów-
nież uwidoczniony pik przy częstotliwości 217Hz, która od-
powiada pierwszej częstotliwości drgań własnych wrzeciona 
ze ściernicą w kierunku z. Otrzymano minima lokalne funkcji 
FRF dla częstotliwości f = 20, 250 i 670Hz. Przy tych warto-
ściach wprowadzano drgania zewnętrzne. Częstotliwości 
250 i 670Hz uwidoczniły się zarówno na rysunku 3 jak i 
rysunku 4, ponieważ zespół wrzeciona ze ściernicą wchodzi 
w skład całej struktury szlifierki. 

Reasumując w modelu symulacyjnym wprowadzano czę-
stotliwości wymuszenia o wartościach: 20, 125, 250, 500, 
620, 670, 740 i 1000Hz. 

 Symulacje modelu matematycznego przy użyciu 
technik komputerowych 

Symulacje komputerowe modelu matematycznego prze-
prowadzono korzystając z programu Matlab Simulink. Do 
przeprowadzenia obliczeń symulacyjnych polegających na 
całkowaniu numerycznym równań ruchu wykorzystano me-
todę „ode5”. Jest to stałokrokowa wersja funkcji „ode45”, 
która jest implementacją metody Rungego-Kutty (4,5) i 
Dormanda-Prince’a. Przyjęto podstawowy czasowy krok 
symulacji (krok całkowania) równy 0,0001 s. 
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Rys. 3. Przebieg funkcji przejścia FRF dla całej struktury obrabiarki między ściernicą a przedmiotem obrabianym w kierunku z w zakresie do 
1000Hz (czerwone strzałki wskazują minima lokalne funkcji, przy których wprowadzano zewnętrzne drgania wymuszone) 

Rys. 4. Przebieg funkcji przejścia FRF dla wrzeciona ze ściernicą w kierunku z (czerwone strzałki wskazują minima lokalne funkcji, przy 
których wprowadzano zewnętrzne drgania wymuszone) 

Na rysunku 5 przedstawiono przykładowy przebieg cza-
sowy drgań względnych ściernicy i przedmiotu w kierunku 
osi wrzeciona y z częstotliwością wymuszenia f = 20 Hz i 
amplitudą F = 22,5 N. W zakresie czasu symulacji od 0 do 
2,5s stolik wibracyjny pracuje na biegu luzem - nie występu-
je jeszcze styk ściernicy z przedmiotem obrabianym. Osio-
wa siła skrawania Fa równa jest wtedy zeru. W chwili czasu 
2,5s ma miejsce wejście ściernicy w materiał obrabiany i 
następuje krótkotrwały stan wymuszenia impulsowego. Te 
drgania swobodne są bardzo szybko tłumione, a amplituda 
drgań względnych ściernicy i przedmiotu nieznacznie 
zmniejsza się z 289,3μm do 270,2μm, czyli o 6,6%. Rów-
nież to niewielkie zmniejszenie można zauważyć dla drgań 
wzbudzanych mniejszymi amplitudami siły F (rys. 6). 
Wszystkie wartości amplitudy drgań A w czasie skrawania 
są nieznacznie mniejsze od wartości amplitudy drgań A na 
biegu luzem. Z tego wykresu wynika również, że zależności 
amplitud drgań na biegu luzem jak i podczas skrawania w 
funkcji siły F są liniowe. 

Rys. 5. Przebieg czasowy drgań względnych ściernicy i przedmiotu 
w kierunku osi wrzeciona y z częstotliwością wymuszenia f = 20Hz i 
amplitudą siły F = 22,5N w fazie tuż przed wejściem ściernicy w 
materiał obrabiany i podczas szlifowania wibracyjnego 

  

Rys. 6. Amplitudy A drgań względnych ściernicy i stolika wibracyj-
nego w kierunku osi ściernicy y w zależności od amplitudy siły 
wymuszającej F dla częstotliwości f = 20Hz 

Z badań symulacyjnych przy wybranych częstotliwo-
ściach f większych niż 20Hz przy amplitudzie siły F =22,5N 
otrzymywano dużo niższe amplitudy drgań, rzędu kilku mi-
krometrów lub dziesiątych części mikrometra (tabela 1). Dla 
tych częstotliwości amplitudy drgań A w czasie skrawania 
są minimalnie mniejsze od odpowiednich na biegu luzem, a 
praktycznie po zaokrągleniu do 0,1μm mają takie same 
wartości. Przy danej częstotliwości f, analogicznie do rysun-
ku 6, zależności amplitud drgań od sił F były proporcjonalne. 
Zwracając uwagę na zakres stosowanych amplitud drgań 
przy szlifowaniu wibracyjnym - jak podaje przeglądowa po-
zycja literatury [2] - jako min. 0,5μm, badania symulacyjne 
chropowatości przy częstotliwościach w zakresie od 500Hz 
do 1000Hz prowadzono informacyjnie tylko dla największej 
siły F = 22,5N. 
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Tab. 1. Wartości amplitud A drgań ściernicy względem 
stolika wibracyjnego w zależności od częstotliwości f w za-
kresie do 1000Hz dla amplitudy F =22,5N siły wymuszającej 
Fw2 

f [Hz] 
A na biegu luzem 
= Abl (Fa=0) [μm] 

A w czasie skra-
wania (Fa>0) 

[μm] 

0 0,0 0,0 

20 289,3 270,2 

125 7,0 7,0 

250 1,8 1,8 

500 0,4 0,4 

620 0,3 0,3 

670 0,2 0,2 

740 0,2 0,2 

1000 0,1 0,1 

Kinematyczny model statystyczny chropowatości po-
wierzchni obrobionej  

Z wynikowymi parametrami drgań względnych y3 – y2 
modelu dynamicznego: amplitudą A i częstotliwością f gene-
rowano tory krawędzi skrawających ziaren zgodnie z kine-
matyką szlifowania płaszczyzn obwodem ściernicy w 
kartezjańskim układzie współrzędnych (rys. 7). Wykorzysta-
no do tego celu środowisko komputerowe Matlab. Położenie 
płaszczyzny, w której jest tworzony profil chropowatości 
określono wzdłuż osi x przez współrzędną –lg. Przyjęto na-
stawioną głębokość szlifowania an = 5μm. Zarys krawędzi 
skrawających na czynnej powierzchni ściernicy przyjęto jako 
trójkątny profil o stałym kącie wierzchołkowym 118,7°. Kąt 
ten został wyliczony jako wartość średniej arytmetycznej 
kątów ostrzy otrzymanych z profilometryczych pomiarów 
czynnej powierzchni ściernicy 38A60G12VBEP-33 wykorzy-
stywanej w badaniach doświadczalnych.  

 

Rys. 7. Schemat pomocny przy określeniu długości L skrawania 
wieloma krawędziami skrawającymi ziaren ściernych  

Uwzględniano przy tym rozkłady ostrzy skrawających zia-
ren na obwodowej powierzchni ściernicy otrzymane na pod-
stawie pomiarów rzeczywistej ściernicy. Odległość w 
kierunku obwodowym ściernicy pomiędzy poszczególnymi 
rzędami ostrzy przyjęto jako stałą Lz - średnią wartość odle-
głości między ostrzami skrawającymi (rys. 8). Ta forma 
uproszczenia modelu umożliwia łatwość przeprowadzenia 
symulacji wykorzystując macierzową naturę programu Ma-
tlab. W każdym rzędzie w kierunku równoległym do osi 

ściernicy zastosowano natomiast rozkłady statystyczne 
wysokości i odległości pomiędzy krawędziami skrawającymi 
określone przez funkcje prawdopodobieństwa Weibulla. 
Wyboru właściwych funkcji spośród innych dostępnych w 
przyborniku Statistics Toolbox programu Matlab dokonano 
po przeprowadzeniu testów Kołmogorowa. Funkcje rozkładu 
Weibulla najlepiej pasowały do danych wysokości i odległo-
ści między ostrzami skrawającymi. 

 

Rys. 8. Rozwinięcie części obwodowej powierzchni ściernicy 
z ostrzami skrawającymi ziaren rozmieszczonymi w rzędach losowo 
wg statystycznego rozkładu Weibulla równolegle do kierunku osi 
ściernicy 

 Symulacje kinematycznego modelu chropowatości 
powierzchni obrobionej  

Na podstawie profili otrzymanych po szlifowaniu trady-
cyjnym i wibracyjnym z przyjętymi częstotliwościami i ampli-
tudami określonymi w tabeli 1 obliczano wartości średnich 
arytmetycznych dla parametrów chropowatości na podsta-
wie pięcioelementowych prób statystycznych tych parame-
trów. Wyniki przedstawiające znaczne zmniejszenie 
chropowatości powierzchni po szlifowaniu wibracyjnym w 
stosunku do szlifowania tradycyjnego otrzymano przy pręd-
kości vw = 1m/min. i zestawiono je na wykresie (rys. 9). 
Największe zmniejszenie chropowatości badanych parame-
trów osiągnięto przy częstotliwości 20Hz. Zakresy dotyczą-
ce błędów symulacji wielokrotnej dla wartości średnich 
parametrów nie pokrywają się porównując szlifowanie kon-
wencjonalne z wibracyjnym przy tej częstotliwości, co 
świadczy o dużym prawdopodobieństwie poprawy chropo-
watości. Dla oceny otrzymanych efektów szlifowania wibra-
cyjnego zastosowano redukcję względną lub inaczej 
zmniejszenie względne parametrów chropowatości (rys.10). 
W tym opracowaniu redukcja względna parametrów chro-
powatości została wyliczona na podstawie wyrażenia:  

 )
R
R1(100

konw.

wibr.−=redukcja , [%] (4) 

gdzie: Rwibr. – wartość parametru po szlifowaniu wibracyjnym; Rkonw. 
– wartość parametru po szlifowaniu konwencjonalnym. 

Dla częstotliwości f = 20Hz otrzymano największą 
względną redukcję wartości średnich parametrów chropo-
watości: dla Ra prawie 20%, zaś dla Rz ponad 16%. Dodat-
nia redukcja względna parametrów chropowatości oznacza 
poprawę gładkości powierzchni szlifowanej. 
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a) 

 

b) 

 

Rys. 9. Wartości średnich arytmetycznych parametrów chropowato-
ści: a) Ra i b) Rz przedmiotu obrabianego w zależności od często-
tliwości f siły wymuszającej Fw2 o amplitudzie F=22,5N, vw = 1 
m/min 

 

Rys. 10. Redukcja względna średnich arytmetycznych parametrów 
chropowatości Ra i Rz przedmiotu obrabianego w odniesieniu do 
szlifowania konwencjonalnego w zależności od częstotliwości drgań 
wymuszonych przy amplitudach określonych w tabeli 1, vw = 1 
m/min 

Spośród przyjętych wyżej częstotliwości przy wartościach 
20, 125 i 250 Hz otrzymywano stosunkowo większe ampli-
tudy drgań wymuszanych dla zadawanych amplitud sił w 
zakresie do F=22,5N (tabela 1). Dla tych wartości przepro-
wadzono badania wpływu amplitudy drgań wymuszanych na 
parametry chropowatości powierzchni po szlifowaniu. Poni-
żej przedstawiono wyniki dla częstotliwości 20Hz, przy któ-
rej otrzymano najlepsze efekty zmniejszenia chropowatości. 
Na podstawie wykresu z rys. 11 można zauważyć, że naj-

większe zmniejszenie badanych parametrów osiągnięto 
przy amplitudzie A = 210,2μm. 

a) 

 

b) 

 

Rys. 11. Wartości średnich arytmetycznych parametrów chropowa-
tości: a) Ra i b) Rz przedmiotu obrabianego w zależności od ampli-
tudy drgań wymuszonych A przy częstotliwości f = 20Hz, vw = 1 
m/min 

W tym przypadku (rys. 12) otrzymano największą względną 
redukcję wartości średnich parametrów chropowatości: dla 
Ra ponad 24 %, zaś dla Rz ponad 19%. Zakresy dotyczące 
błędów symulacji wielokrotnej dla wartości średnich parame-
trów nie pokrywają się porównując szlifowanie konwencjo-
nalne z wibracyjnym dla amplitud A począwszy od 210,2μm 
i dla większych badanych wartości, co świadczy o dużym 
prawdopodobieństwie poprawy chropowatości. 

 

Rys. 12. Redukcja względna średnich arytmetycznych parametrów 
chropowatości Ra i Rz przedmiotu obrabianego w odniesieniu do 
szlifowania tradycyjnego w zależności od amplitudy drgań wymu-
szonych A przy częstotliwości f = 20Hz, vw = 1 m/min 
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Podsumowanie 

Na podstawie komputerowych badań symulacyjnych pra-
cy modelu szlifowania wibracyjnego wykazano, że istnieje 
możliwość znacznego obniżenia chropowatości powierzchni 
obrabianej przez wprowadzenie odpowiednich drgań na 
szlifierkę do płaszczyzn równolegle do osi ściernicy (w kie-
runku y). Zostało to udowodnione zmniejszeniem obliczo-
nych wartości wyjściowych parametrów Ra i Rz modelu 
chropowatości. 
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