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Wyznaczanie nosnosci granicznej belki z defektem
poddanej czteropunktowemu zginaniu

- zagadnienia dwuwymiarowe

Limit loads for SEN(4PB) beam - two dimensional issues

MARCIN GRABA *

Wyjasniono pojecie nosnosci granicznej i oméwiono nume-
ryczng metode jej wyznaczania na przykladzie zginanej cztero-
punktowo belki zawierajacej szczeline. Analizowano zalezno$¢
nosnosci granicznej od granicy plastycznosci oraz wzglednej
dtugosci pekniecia zaréwno przy dominacji ptaskiego stanu
naprezenia (PSN), jak i ptaskiego stanu odksztatcenia (PSO).
Uzyskane rezultaty opisano formutami matematycznymi - za-
proponowano wzory niezbedne do oszacowania (bez koniecz-
nosci prowadzenia obliczen MES) no$nosci granicznej belek
SEN(4PB) zawierajacych pekniecia.

SLOWA KLUCZOWE: nosnos¢ graniczna, obciazenie granicz-
ne, belka zginana, SEN(4PB), MES, PSN, PSO

A method of determination of the limit loads for four point ben-
ding beam with a crack is discussed in the paper. Accordingly,
numerical model and numerical results for plane stress and pla-
ne strain dominance are presented. Also the effects of the yield
stress and relative crack length are discussed. All numerical
results are approximated using simple mathematical formulas.
KEYWORDS: limit loads, bending beam, SEN(4PB), FEM, pla-
ne stress, plane strain

W wytrzymatosci materiatdw, w odniesieniu do belek
zginanych, pojawia sie pojecie stanow granicznych. Na-
lezy rozroznic [1]:

e graniczny stan sprezysty, czyli taki rozktad naprezen
w przekroju, ze maksymalne naprezenie normalne w co
najmniej jednym punkcie tego przekroju osigga warto$¢
réwng granicy plastycznosci o, [1],

e graniczny stan plastyczny, czyli taki stan naprezen
w przekroju, ze naprezenie normalne w catym przekroju
osigga wartos¢ rowng granicy plastycznosci o, [1].

Warto zaznaczyé¢, ze w uplastycznionym przekroju po-
wstaje przegub plastyczny przenoszgcy moment réwny
granicznemu momentowi plastycznemu przekroju, utoz-
samianemu z wartoscig momentu zginajgcego o takiej
wartosci, ktdra jest wymagana do uplastycznienia catego
przekroju [1].

Okreslenie stanow granicznych jest podstawg do defi-
niowania nosnosci granicznej belek zginanych. Granicz-
na nosnos¢ sprezysta, okreslana tez mianem granicz-
nego obcigzenia sprezystego, to taka wielkos¢ obcigzenia
zewnetrznego (wyrazona przez pewien parametr obcig-
zenia — np. moment zginajacy, site zginajaca, wzglednie
rozktad ciggty naprezenia), ktéra w co najmniej jednym
punkcie belki powoduje powstanie naprezenia normalne-
go réwnego granicy plastycznosci o, [1]. Graniczna no-
$nos¢ plastyczna, czyli graniczne obcigzenie plastyczne,
to wielko$¢ obcigzenia zewnetrznego wywotujgca petne
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uplastycznienie przynajmniej jednego przekroju belki, co
powoduje powstanie minimum jednego przegubu pla-
stycznego [1]. Gdy belka zmienia sie w mechanizm, mowi
sie 0 nosnosci granicznej utozsamianej z obcigzeniem
zewnetrznym powodujgcym uplastycznienie okreslonej
liczby przekrojow (ij. powstanie okreslonej liczby przegu-
béw plastycznych) umozliwiajgcych zmiane zachowania
sie konstrukgji [1]. W przypadku belek statycznie wyzna-
czalnych stan nosnosci granicznej zostaje osiggniety (co
oznacza zmiane belki w mechanizm), gdy w przekro-
ju elementu konstrukcyjnego powstanie — po uzyskaniu
przez obcigzenie zewnetrzne wartosci réwnej granicz-
nemu obcigzeniu plastycznemu — jeden przegub plastycz-
ny [1].

Dla elementéw konstrukcyjnych statycznie wyznaczal-
nych, pozbawionych jakichkolwiek defektow, wytrzyma-
tos¢ materiatdbw proponuje szereg prostych rozwigzan,
ktore mozna wykorzysta¢ w analizie inzynierskiej [1,2].
Jezeli jednak w elemencie konstrukcyjnym pojawi sie de-
fekt — w postaci pekniecia wewnetrznego, pekniecia na
wskro$, pekniecia krawedziowego lub pekniecia narozne-
go — klasyczne metody wytrzymatosci materiatéw nie sg
odpowiednie. Nalezy wtedy siegng¢ do mechaniki pekania
badz do norm i katalogéw gotowych rozwigzan, pozwala-
jacych na oszacowanie nosnosci granicznej elementow
z réznymi defektami [3+7]. Wiele z zaprezentowanych
w pracach [3+7] rozwigzan, bazujgcych na przeprowa-
dzonych w latach 80. i 90. ubiegtego wieku analizach
numerycznych i rozwazaniach teoretycznych, zostato
zweryfikowanych i doczekato sie nowych, alternatywnych
propozycji [8+10] — w przeciwienstwie np. do modelu belki
zginanej czystym momentem lub ptyty z centralnym pek-
nigciem rozcigganej w dwodch kierunkach.

Obcigzenia graniczne (no$nos$¢ graniczna) sg wazne
nie tylko z punktu widzenia wytrzymatosci konstrukciji.
Dzieki odpowiedniemu wykorzystaniu nosnosci granicz-
nej w konstruowaniu diagramoéw zniszczenia (FAD — fa-
ilure assessment diagrams, CDF — crack driving force) [7]
mozna przewidzie¢ zachowanie sie konstrukcji z peknie-
ciem, gdy znane sg obcigzenie zewnetrzne i odpornosé
na pekanie — parametr coraz czesciej wykorzystywany na
etapie projektowania konstrukcji [5,11]. Takie podejscie
czesto wymaga idealizacji ztozonych elementow konstruk-
cyjnych — modeluje sie je za pomocg prostych ptyt lub be-
lek (zawierajgcych pekniecia), ktérych nosnos¢ graniczng
okresla sie za pomocg znanych wzoréw [5]. Jest to zgodne
z zaleceniami podanymi w procedurach FITNET [5].

Jednym z elementow, ktérych nosnosci granicznej nie
daje sie wyznaczy¢ bezposrednio ze znanych wzordw,
jest belka poddawana czteropunktowemu zginaniu, za-
wierajgca pekniecie o diugosci a (rys. 1). W literaturze fa-
chowej [3+7] ten model belki oznacza sie symbolem SEN
(4PB) — single edge notched plate in four-point bending.
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Zaprezentowany na rys. 1 sposob obcigzenia gwaran-
tuje, ze w przekroju, w ktdrym znajduje sie pekniecie, wy-
stepuje zginanie belki czystym momentem gngcym o war-
tosci My = P - W (gdzie: P — sita zginajgca, W — szerokos¢
belki). Aby zatem oceni¢ nosnos¢ graniczna, trzeba zna-
lez¢ wartos¢ sity P powodujacg petne uplastycznienie
niepeknietego odcinka belki b =W —a. Do oszacowania
tej sity (nosnosci granicznej) nalezy zastosowa¢ metody
uwzgledniajgce:

o rézne charakterystyki materiatowe (wyrazone modutem
Younga E, wspotczynnikiem Poissona v oraz granicg pla-
stycznosci gy),

e rozne wzgledne dtugosci pekniecia a/W,

e dominacje ptaskiego stanu naprezenia (PSN) lub pta-
skiego stanu odksztatcenia (PSO).

P
!
© Rys. 1. Model belki
,,,,, = z peknigciem o dtugo-
&ci a, zginanej czte-
&9 @ B ] ropunktowo — prébka
’ W | W typu SEN(4PB)
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Przeprowadzenie odpowiedniej analizy powinno by¢
zwienczone podaniem wzoru pozwalajgcego na oszaco-
wanie nosnosci granicznej — obcigzenia granicznego P,
— bez koniecznosci wykonywania jakichkolwiek obliczen
numerycznych:

P, = f(state materiatowe) - f(geometria) (1)

gdzie: P, — obcigzenie graniczne, f(state materiatowe)
— funkcja zalezna od charakterystyki materiatowej belki,
f(geometria) — funkcja uwzgledniajaca wszelkie elementy
geometryczne belki (dtugos¢ szczeliny, szerokosc¢, gru-
bos¢).

Metoda badania no$nosci granicznej

Ocene nos$nosci granicznej belki SEN(4PB) przeprowa-
dzono z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych
(MES). Obliczenia numeryczne prowadzono w programie
ADINA SYSTEM [12, 13]. Analizowano przypadki domina-
cji PSN lub PSO, bazujac na opracowanych sparametry-
zowanych modelach belek zginanych. Podczas budowy
modelu numerycznego postepowano wedtug wskazowek
zawartych w pracach [15,16]. Ze wzgledu na symetrie
zamodelowano jedynie potowe belki ze szczeling (w osi
symetrii zdefiniowano odpowiednie warunki brzegowe).

W celu najlepszego odzwierciedlenia rzeczywistego
sposobu obcigzania belki w warunkach laboratoryjnych jej
obcigzenie i podparcie realizowano z wykorzystaniem ro-
lek (trzpieni, czopow, podpor itd.), co oznaczato koniecz-
nosc¢ rozwigzania zagadnienia kontaktowego. W zwigzku
z tym w modelu numerycznym zdefiniowano odpowiednie
powierzchnie kontaktowe oraz grupy elementéw skon-
czonych.

W przypadku rozwazanych belek SEN(4PB) zaréw-
no rolke obcigzajgca, jak i podparcie w postaci trzpienia
zamodelowano jako potowe ftuku o $rednicy @16 mm,
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V D)
= [ i
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4 w W TIME 100.0
AW # et 3
2L Rolka podpierajaca
belke
c)
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: S Hl 0,0020000
Trzpien z przytozonym 7z
narastajgcym w czasie
obcigzeniem w postaci
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d) Uz U3
B / -
N\ Pekniecie
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Rys. 2. Model numeryczny belki SEN(4PB): a) belka z zakreskowanym fragmentem, ktéry poddano modelowaniu; b) petny model numeryczny;

c) obszar przywierzchotkowy; d) ksztatt wierzchotka pekniecia
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podzielonego na 90 réwnych dwuweziowych, kontak-
towych elementéw skonczonych (co dato 91 weztdéw na
powierzchni kontaktowej). Do zdefiniowanej powierzchni
kontaktowej realizujgcej obcigzenie przyktadano prze-
mieszczenie liniowo narastajgce w czasie.

Wierzchotek pekniecia zamodelowano jako ¢wiartke tuku
0 promieniu r,, rownym 1+5 pm. To oznacza, ze w promien
wierzchotka pekniecia byt w skrajnych przypadkach 40000
i 8000 razy mniejszy od szerokosci probki. Wierzchotek
peknigecia podzielono na 12 czesci, z zageszczeniem siat-
ki elementéw ku krawedziom powierzchni (w zaleznosci
od modelu elementy brzegowe byty 5+20 razy mniejsze
od najwiekszych elementéw zlokalizowanych w centralnej
czesci tuku). Wielkos¢ promienia zaokraglenia zalezata od
poziomu obcigzenia zewnetrznego oraz od diugosci pek-
niecia analizowanej w danym przypadku. W kazdej prébce
obszar przywierzchotkowy o promieniu ok. 1+5 mm po-
dzielono na 36+50 elementéw skonczonych — najmniej-
szy, potozony przy wierzchotku pekniecia, byt 20+50 razy
mniejszy od ostatniego elementu i stanowit ok. 1/3024
lub 1/10 202 szerokosci prébki W, podczas gdy najwiek-
szy element modelujgcy obszar przywierzchotkowy sta-
nowit ok. 1/151 lub 1/240 tej szerokosci. Parametry modelu
numerycznego byly Scisle powigzane z analizowang geo-
metrig (typem probki, dlugoscig pekniecia), charakterysty-
ka materiatowg oraz obcigzeniem zewnetrznym, a ponad-
to zalezaty odpowiednio od dominacji PSO lub PSN.

Obliczenia prowadzono przy zatozeniu matych odksztat-
cen i matych przemieszczen [14+16]. W przypadku domi-
nacji PSO model MES wypetniono dziewiecioweztowymi
elementami skornczonymi 2-D SOLID plane strain o inter-
polacji typu mixed z dziewiecioma punktami catkowania
numerycznego (PCN), a w przypadku dominacji PSN za-
stosowano dziewiecioweziowe elementy typu 2-D SOLID
plane stress o interpolacji typu default z dziewiecioma
PCN [12, 13]. Przyktadowy model numeryczny wykorzy-
stany do oszacowania nosnosci granicznej pokazano na
rys. 2.
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W ftrakcie obliczen numerycznych zaktadano statg sze-
rokos¢ prébek W =40 mm, a ich pozostate wymiary ze-
wnetrzne powigzano z tg szerokoscig. Nosnos¢ granicz-
ng belek wyznaczano dla przypadkow peknie¢ o réznej
dtugosci a, tj. dla a/W = 0,05; 0,20; 0,50; 0,70. Zatozenie
PSN lub PSO wptywato na okreslenie grubosci belek.
Zgodnie z zaleceniami tworcow pakietu ADINA SYSTEM
[12,13] w modelach przyjmowano grubos¢ B =1 mm
dla PSN oraz B=1 m dla PSO. W analizie wykorzysta-
no model materiatu sprezysto-doskonale plastyczne-
go, przy czym zatozono state wartosci modutu Younga
(E =206 GPa) i wspotczynnika Poissona (v =0,3), na-
tomiast zmieniano granice plastycznosci (g, =315, 500,
1000, 1500 MPa). Na rys. 3 pokazano modelowe krzywe
rozciggania wykorzystane w analizie numerycznej.

Petna analiza obejmowata 32 modele numeryczne réz-
nigce sie granicg plastycznosci o, wzgledng dtugoscia
pekniecia a/W oraz dominacjg PSN lub PSO.

Numeryczne wyniki obliczen nosnosci granicznej

Petna analiza numeryczna majgca na celu oszacowa-
nie nosnosci granicznej belki z defektem zginanej czte-
ropunktowo wymagata réwniez przeanalizowania roz-
miaréw i ksztattu strefy plastycznej — rozszerzajgcej sie
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Rys. 3. Graficzna prezentacja modeli materiatdw sprezysto-doskonale
plastycznych wykorzystanych do oszacowania wartosci obcigzen gra-
nicznych

Rys. 4. Przyktadowy wykres sity P w funkcji przemieszczenia punktu
przytozenia sity v, (a) oraz przyktadowy ksztatt strefy plastycznej w mo-
mencie osiggniecia przez belke stanu no$nosci granicznej P, (b)
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pod wptywem obcigzenia zewnetrznego — oraz wykre-
sow sity P obcigzajacej belke w funkcji przemieszczenia
punktu przytozenia sity v, . Przyktadowy wykres P = f(v,)
z zaznaczonym punktem, w ktdérym stwierdzono petne
uplastycznienie niepeknietego odcinka belki, pokazano
na rys. 4a, a na rys. 4b — strefe plastyczng w momencie
osiggniecia przez belke stanu nosnosci graniczne;.

Jako nos$nos¢ graniczng P, przyjmowano wartos¢ sity
powodujgcg petne uplastycznienie niepeknietego odcin-
ka belki (rys. 4b). Wartosc¢ sity przy odpowiednim pozio-
mie obcigzenia zewnetrznego odczytywano z wykresu
P =f(v. ). Zestawienie wynikdw numerycznych zaprezen-
towano w tabl. I.

Na rys. 5 zaprezentowano wptyw wzglednej dtugosci
pekniecia a/W oraz granicy plastycznosci o, na nos-
nos¢ graniczng belek SEN(4PB), odpowiednio przy za-
tozeniu PSN i PSO. Analiza wynikéw prowadzi do wnio-
skow:

TABLICA |. Zestawienie numerycznie wyznaczonych wartosci nosnosci granicznej
(w kN) — obcigzen granicznych dla belek typu SEN(4PB) dla przypadkéw PSN i PSO
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e im dtuzsze pekniecie, tym mniejsza wartos¢ obcigzenia
granicznego,

e im wyzsza granica plastycznosci, tym proporcjonalnie
wyzsza warto$¢ obcigzenia granicznego.

Po odniesieniu otrzymanych wartosci nosnosci gra-
nicznej do tej samej wartosci grubosci B okazato sie,
ze no$nos¢ graniczna (obcigzenie graniczne) jest niz-
sza dla przypadku PSN, co oznacza mniejsze (nawet
0 30%) dopuszczalne obcigzenie konstrukcji niz przy
zatozeniu PSO. W literaturze fachowej [3,5+7,17] za-
leca sie, aby w ocenie wytrzymatosci konstrukcji z de-
fektami bra¢ pod uwage wartosci obcigzen granicz-
nych (nosnosci granicznej) dla przypadku dominac;ji
PSN (o ile procedura oceny wytrzymatosci nie zaktada
odmiennego podejscia) — prowadzi to do uzyskiwania
bezpiecznych rezultatéw. Alternatywg bytoby rozpatry-
wanie nosnosci granicznej dla przypadkow trojwymia-
rowych.

Zwigzek miedzy obcigzeniem gra-
nicznym P, i granicg plastycznosci
0, ma charakter liniowy (rys. 5b),
natomiast w przypadku zaleznosci

PSN, B =1 mm PSO,B=1m P, i wzglednej dtugosci pekniecia
VP W a/W liniowo$¢ zanika wraz ze wzro-
AP stem diugosci pekniecia (rys. 5a).
0,05 0,20 0,50 0,70 0,05 0,20 0,50 0,70 To zjawisko braku liniowosci jest
315 | 341881 | 2,13701 | 0,944699|0,341378 | 4384,58 | 3040,00 | 1156,88 | 431,349 | Charakterystyczne przede wszyst-
kim dla belek zawierajgcych bardzo
500 542201 | 386894 | 162131 | 0544935 | 694879 | 498400 | 1932.30 | 673745 | i gie pekniecia (a/W = 0,70). Wielu
1000 (10,7835 | 8,24141 | 3,38542 |1,19912 |13800,70 | 10545,30 | 4003,32 |1354,19 badaczy wskazywato, ze jest to zde-
1500 | 17,8123 | 13,0006 | 565047 | 1,88484 |20522,00 | 15704,10 | 619841 |2111,62 | (erminowane przez rozwijajacg sie
strefe plastyczng — od brzegu prébki
w kierunku wierzchotka pekniecia, na
skutek tworzenia sie przegubu pla-
a) o stycznego blisko brzegu. Potwierdzo-
no to réwniez w pracy [18] dotyczacej
1 % PSN, B =1mm, W =40 mm H . " 2
_ E = 206 GPa, v = 0.3 anallzy ’sprezysto plastycznych pdl
164 naprezen.
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Rys. 5. Wptyw wzglednej dtugosci pekniecia a/W na obcigzenie graniczne P, belek SEN(4PB) —
PSO (a); wptyw granicy plastycznosci g, na obcigzenie graniczne P, belek SEN(4PB) — PSN (b)

wynosi odpowiednio 0,952 dla PSN
i 0,995 dla PSO.
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Sredni btgd aproksymacji numerycznych wynikéw nos-
nosci granicznej wynosi: 7% — w przypadku PSN, 2% —
w przypadku PSO.

Mozna zaproponowac inng forme aproksymaciji, bazu-
jaca na réwnaniu:

Po=B-b-0y-F(0y/E, a/W) @)

gdzie b jest dlugoscig niepeknietego odcinka belki
(b=W -a).

Funkcje f(o,/E, a/W) mozna wyznaczy¢ za pomocg
programu Table Curve 3D [19], przez aproksymacje po-
wierzchni krzywoliniowej f rownaniem postaci:

f(0o/E, alW) = A, + A, - (Go/E) + Aq - (a/W) + A, (G/E)? +
+As- (@IW)? + Ag - (0o/E) - (alW) + A; - (G,/E)* + Ag - (&/W)°® +
+ Ag - (0o/E) - (aIW)? + Agq - (0o/E) - (aIW) ()

gdzie wspdtczynniki aproksymacyjne A; ... Ao majg war-
tosci podane w tabl. II.

Tréjwymiarowe wykresy wykorzystane do aproksymacji
rezultatdw numerycznych wzorami (4) i (5) pokazano na
rys. 6.
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Rys. 6. Graficzna prezentacja powierzchni Py/(B - b - 6,) = f(c,/E, a/W)
do aproksymaciji rezultatbw numerycznych wzorami (4) i (5): a) PSN,
b) PSO
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TABLICA Il. Wspoétczynniki dopasowania réwnania (5) do otrzy-
manych wynikéw numerycznych

0,285494 14,92728 -0,49835 —-4394,28 0,364699

0,368402 9,001908 -0,35141 -1740,74 -0,24739

61,33157 | 4161714 | -0,15421 -65,8381 -2004,34

27,3465 60460,24 0,317 -50,6691 1343,641

Wykorzystanie tych wzoréw do oszacowania no$no-
Sci granicznej powoduje, ze rozwigzanie jest obarczone
maksymalnym btedem na poziomie: 7% — dla PSN, 2%
— dla PSO. Srednie btedy dopasowania dla przypadkéw
PSN i PSO wynoszg odpowiednio 2,47% i 1,01%.

Podsumowanie

W pracy badano zginang czteropunktowo belke zawie-
rajacg defekt — pekniecie, zdominowang przez PSN lub
PSO. Zaprezentowano numeryczng metode oszacowania
nosnosci granicznej (obcigzenia granicznego) belki typu
SEN(4PB) — geometrii, ktéra jest zalecana do idealizacji
ztozonych obiektéw konstrukcyjnych zgodnie z procedu-
rami FITNET [5]. Analize prowadzono pod katem oceny
wplywu granicy plastycznosci oraz wzglednej dtugosci
pekniecia na nosnos¢ graniczng. Wykazano, ze nosnos¢
graniczna zalezy od tego, czy wystepuje PSN, czy PSO.
Rezultaty numeryczne postuzyty do stworzenia prostych
formut pozwalajgcych na oszacowanie nosnosci granicz-
nej bez koniecznosci prowadzenia obliczen MES. Wzory
te mogg by¢ przydatne w rozwigzywaniu inzynierskich
problemow z zakresu wytrzymatosci konstrukcji zawiera-
jacych pekniecia.

Prace wykonano w ramach realizacji
projektu badawczego IU-VENTUS PLUS
o numerze IP2012 011872,
finansowanego ze srodkéw Ministerstwa Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.
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