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Wyznaczanie nośności granicznej belki z defektem
poddanej czteropunktowemu zginaniu

– zagadnienia dwuwymiarowe
Limit loads for SEN(4PB) beam – two dimensional issues

MARCIN GRABA *  DOI: 10.17814/mechanik.2016.4.37

Wyjaśniono pojęcie nośności granicznej i  omówiono nume-
ryczną metodę jej wyznaczania na przykładzie zginanej cztero-
punktowo belki zawierającej szczelinę. Analizowano zależność 
nośności granicznej od granicy plastyczności oraz względnej 
długości pęknięcia zarówno przy dominacji płaskiego stanu 
naprężenia (PSN), jak i płaskiego stanu odkształcenia (PSO). 
Uzyskane rezultaty opisano formułami matematycznymi – za-
proponowano wzory niezbędne do oszacowania (bez koniecz-
ności prowadzenia obliczeń MES) nośności granicznej belek 
SEN(4PB) zawierających pęknięcia.
SŁOWA KLUCZOWE: nośność graniczna, obciążenie granicz-
ne, belka zginana, SEN(4PB), MES, PSN, PSO

A method of determination of the limit loads for four point ben-
ding beam with a crack is discussed in the paper. Accordingly, 
numerical model and numerical results for plane stress and pla-
ne strain dominance are presented. Also the effects of the yield 
stress and relative crack length are discussed. All numerical 
results are approximated using simple mathematical formulas.
KEYWORDS: limit loads, bending beam, SEN(4PB), FEM, pla-
ne stress, plane strain

W  wytrzymałości materiałów, w  odniesieniu do belek 
zginanych, pojawia się pojęcie stanów granicznych. Na-
leży rozróżnić [1]:
● graniczny stan sprężysty, czyli taki rozkład naprężeń 
w przekroju, że maksymalne naprężenie normalne w co 
najmniej jednym punkcie tego przekroju osiąga wartość 
równą granicy plastyczności σ0 [1],
● graniczny stan plastyczny, czyli taki stan naprężeń 
w przekroju, że naprężenie normalne w całym przekroju 
osiąga wartość równą granicy plastyczności σ0 [1].
Warto zaznaczyć, że w uplastycznionym przekroju po-

wstaje przegub plastyczny przenoszący moment równy 
granicznemu momentowi plastycznemu przekroju, utoż-
samianemu z  wartością momentu zginającego o  takiej 
wartości, która jest wymagana do uplastycznienia całego 
przekroju [1].
Określenie stanów granicznych jest podstawą do defi-

niowania nośności granicznej belek zginanych. Granicz-
na nośność sprężysta, określana też mianem granicz-
nego obciążenia sprężystego, to taka wielkość obciążenia 
zewnętrznego (wyrażona przez pewien parametr obcią-
żenia – np. moment zginający, siłę zginającą, względnie 
rozkład ciągły naprężenia), która w  co najmniej jednym 
punkcie belki powoduje powstanie naprężenia normalne-
go równego granicy plastyczności σ0 [1]. Graniczna no-
śność plastyczna, czyli graniczne obciążenie plastyczne, 
to wielkość obciążenia zewnętrznego wywołująca pełne 

uplastycznienie przynajmniej jednego przekroju belki, co 
powoduje powstanie minimum jednego przegubu pla-
stycznego [1]. Gdy belka zmienia się w mechanizm, mówi 
się o  nośności granicznej utożsamianej z  obciążeniem 
zewnętrznym powodującym uplastycznienie określonej 
liczby przekrojów (tj. powstanie określonej liczby przegu-
bów plastycznych) umożliwiających zmianę zachowania 
się konstrukcji [1]. W przypadku belek statycznie wyzna-
czalnych stan nośności granicznej zostaje osiągnięty (co 
oznacza zmianę belki w  mechanizm), gdy w  przekro-
ju elementu konstrukcyjnego powstanie – po uzyskaniu 
przez obciążenie zewnętrzne wartości równej granicz- 
nemu obciążeniu plastycznemu – jeden przegub plastycz-
ny [1].
Dla elementów konstrukcyjnych statycznie wyznaczal-

nych, pozbawionych jakichkolwiek defektów, wytrzyma-
łość materiałów proponuje szereg prostych rozwiązań, 
które można wykorzystać w  analizie inżynierskiej [1, 2]. 
Jeżeli jednak w elemencie konstrukcyjnym pojawi się de-
fekt – w  postaci pęknięcia wewnętrznego, pęknięcia na 
wskroś, pęknięcia krawędziowego lub pęknięcia narożne-
go – klasyczne metody wytrzymałości materiałów nie są 
odpowiednie. Należy wtedy sięgnąć do mechaniki pękania 
bądź do norm i katalogów gotowych rozwiązań, pozwala-
jących na oszacowanie nośności granicznej elementów 
z  różnymi defektami [3÷7]. Wiele z  zaprezentowanych 
w  pracach [3÷7] rozwiązań, bazujących na przeprowa-
dzonych w  latach 80. i  90. ubiegłego wieku analizach 
numerycznych i  rozważaniach teoretycznych, zostało 
zweryfikowanych i doczekało się nowych, alternatywnych 
propozycji [8÷10] – w przeciwieństwie np. do modelu belki 
zginanej czystym momentem lub płyty z centralnym pęk-
nięciem rozciąganej w dwóch kierunkach.
Obciążenia graniczne (nośność graniczna) są ważne 

nie tylko z  punktu widzenia wytrzymałości konstrukcji. 
Dzięki odpowiedniemu wykorzystaniu nośności granicz-
nej w  konstruowaniu diagramów zniszczenia (FAD – fa-
ilure assessment diagrams, CDF – crack driving force) [7] 
można przewidzieć zachowanie się konstrukcji z pęknię-
ciem, gdy znane są obciążenie zewnętrzne i  odporność 
na pękanie – parametr coraz częściej wykorzystywany na 
etapie projektowania konstrukcji [5, 11]. Takie podejście 
często wymaga idealizacji złożonych elementów konstruk-
cyjnych – modeluje się je za pomocą prostych płyt lub be-
lek (zawierających pęknięcia), których nośność graniczną 
określa się za pomocą znanych wzorów [5]. Jest to zgodne 
z zaleceniami podanymi w procedurach FITNET [5].
Jednym z elementów, których nośności granicznej nie 

daje się wyznaczyć bezpośrednio ze znanych wzorów, 
jest belka poddawana czteropunktowemu zginaniu, za-
wierająca pęknięcie o długości a (rys. 1). W literaturze fa-
chowej [3÷7] ten model belki oznacza się symbolem SEN 
(4PB) – single edge notched plate in four-point bending.
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Zaprezentowany na rys. 1 sposób obciążenia gwaran-
tuje, że w przekroju, w którym znajduje się pęknięcie, wy-
stępuje zginanie belki czystym momentem gnącym o war-
tości Mg = P ∙ W (gdzie: P – siła zginająca, W – szerokość 
belki). Aby zatem ocenić nośność graniczną, trzeba zna-
leźć wartość siły P powodującą pełne uplastycznienie 
niepękniętego odcinka belki b = W – a. Do oszacowania 
tej siły (nośności granicznej) należy zastosować metody 
uwzględniające:
● różne charakterystyki materiałowe (wyrażone modułem 
Younga E, współczynnikiem Poissona ν oraz granicą pla-
styczności σ0),
● różne względne długości pęknięcia a /W,
● dominację płaskiego stanu naprężenia (PSN) lub pła-
skiego stanu odkształcenia (PSO).
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Rys. 1. Model belki 
z pęknięciem o długo-
ści a, zginanej czte-
ropunktowo – próbka 
typu SEN(4PB)

Przeprowadzenie odpowiedniej analizy powinno być 
zwieńczone podaniem wzoru pozwalającego na oszaco-
wanie nośności granicznej – obciążenia granicznego P0 
– bez konieczności wykonywania jakichkolwiek obliczeń 
numerycznych:

  P0 = f (stałe materiałowe) · f (geometria)  (1)

gdzie: P0 – obciążenie graniczne, f (stałe materiałowe)  
– funkcja zależna od charakterystyki materiałowej belki, 
f (geometria) – funkcja uwzględniająca wszelkie elementy 
geometryczne belki (długość szczeliny, szerokość, gru-
bość).

Metoda badania nośności granicznej

Ocenę nośności granicznej belki SEN(4PB) przeprowa-
dzono z wykorzystaniem metody elementów skończonych 
(MES). Obliczenia numeryczne prowadzono w programie 
ADINA SYSTEM [12, 13]. Analizowano przypadki domina-
cji PSN lub PSO, bazując na opracowanych sparametry-
zowanych modelach belek zginanych. Podczas budowy 
modelu numerycznego postępowano według wskazówek 
zawartych w  pracach [15, 16]. Ze względu na symetrię 
zamodelowano jedynie połowę belki ze szczeliną (w osi 
symetrii zdefiniowano odpowiednie warunki brzegowe).
W  celu najlepszego odzwierciedlenia rzeczywistego 

sposobu obciążania belki w warunkach laboratoryjnych jej 
obciążenie i podparcie realizowano z wykorzystaniem ro-
lek (trzpieni, czopów, podpór itd.), co oznaczało koniecz-
ność rozwiązania zagadnienia kontaktowego. W związku 
z tym w modelu numerycznym zdefiniowano odpowiednie 
powierzchnie kontaktowe oraz grupy elementów skoń- 
czonych.
W  przypadku rozważanych belek SEN(4PB) zarów-

no rolkę obciążającą, jak i podparcie w postaci trzpienia 
zamodelowano jako połowę łuku o  średnicy ⌀16 mm, 
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Rys. 2. Model numeryczny belki SEN(4PB): a) belka z  zakreskowanym fragmentem, który poddano modelowaniu; b) pełny model numeryczny;  
c) obszar przywierzchołkowy; d) kształt wierzchołka pęknięcia
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Rys. 4. Przykładowy wykres siły P w  funkcji przemieszczenia punktu 
przyłożenia siły vLL (a) oraz przykładowy kształt strefy plastycznej w mo-
mencie osiągnięcia przez belkę stanu nośności granicznej P0 (b)

σ,
 M
P
a 

ε, mm/mm 

E = 206 GPa, ν = 0,30

σ0 = 315 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00153

σ0 = 500 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00243

σ0 = 1000 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00485

σ0 = 1500 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00728

Rys. 3. Graficzna prezentacja modeli materiałów sprężysto-doskonale 
plastycznych wykorzystanych do oszacowania wartości obciążeń gra-
nicznych

podzielonego na 90 równych dwuwęzłowych, kontak-
towych elementów skończonych (co dało 91 węzłów na 
powierzchni kontaktowej). Do zdefiniowanej powierzchni 
kontaktowej realizującej obciążenie przykładano prze-
mieszczenie liniowo narastające w czasie.
Wierzchołek pęknięcia zamodelowano jako ćwiartkę łuku 

o promieniu rw równym 1÷5 µm. To oznacza, że w promień 
wierzchołka pęknięcia był w skrajnych przypadkach 40 000 
i  8000 razy mniejszy od szerokości próbki. Wierzchołek 
pęknięcia podzielono na 12 części, z zagęszczeniem siat-
ki elementów ku krawędziom powierzchni (w  zależności 
od modelu elementy brzegowe były 5÷20 razy mniejsze 
od największych elementów zlokalizowanych w centralnej 
części łuku). Wielkość promienia zaokrąglenia zależała od 
poziomu obciążenia zewnętrznego oraz od długości pęk-
nięcia analizowanej w danym przypadku. W każdej próbce 
obszar przywierzchołkowy o  promieniu ok. 1÷5 mm po-
dzielono na 36÷50 elementów skończonych – najmniej-
szy, położony przy wierzchołku pęknięcia, był 20÷50 razy 
mniejszy od ostatniego elementu i  stanowił ok. 1/3024  
lub 1/10 202 szerokości próbki W, podczas gdy najwięk-
szy element modelujący obszar przywierzchołkowy sta- 
nowił ok. 1/151 lub 1/240 tej szerokości. Parametry modelu 
numerycznego były ściśle powiązane z analizowaną geo-
metrią (typem próbki, długością pęknięcia), charakterysty-
ką materiałową oraz obciążeniem zewnętrznym, a ponad-
to zależały odpowiednio od dominacji PSO lub PSN.
Obliczenia prowadzono przy założeniu małych odkształ-

ceń i małych przemieszczeń [14÷16]. W przypadku domi-
nacji PSO model MES wypełniono dziewięciowęzłowymi 
elementami skończonymi 2-D SOLID plane strain o inter-
polacji typu mixed z dziewięcioma punktami całkowania 
numerycznego (PCN), a w przypadku dominacji PSN za-
stosowano dziewięciowęzłowe elementy typu 2-D SOLID 
plane stress o  interpolacji typu default z  dziewięcioma 
PCN [12, 13]. Przykładowy model numeryczny wykorzy-
stany do oszacowania nośności granicznej pokazano na 
rys. 2.

W trakcie obliczeń numerycznych zakładano stałą sze-
rokość próbek W = 40 mm, a  ich pozostałe wymiary ze-
wnętrzne powiązano z tą szerokością. Nośność granicz-
ną belek wyznaczano dla przypadków pęknięć o  różnej  
długości a, tj. dla a/W = 0,05; 0,20; 0,50; 0,70. Założenie 
PSN lub PSO wpływało na określenie grubości belek. 
Zgodnie z zaleceniami twórców pakietu ADINA SYSTEM 
[12, 13] w  modelach przyjmowano grubość B = 1 mm 
dla PSN oraz B = 1 m dla PSO. W analizie wykorzysta-
no model materiału sprężysto-doskonale plastyczne-
go, przy czym założono stałe wartości modułu Younga 
(E = 206 GPa) i  współczynnika Poissona (ν = 0,3), na-
tomiast zmieniano granicę plastyczności (σ0 = 315, 500, 
1000, 1500 MPa). Na rys. 3 pokazano modelowe krzywe 
rozciągania wykorzystane w analizie numerycznej.
Pełna analiza obejmowała 32 modele numeryczne róż-

niące się granicą plastyczności σ0, względną długością 
pęknięcia a/W oraz dominacją PSN lub PSO.

Numeryczne wyniki obliczeń nośności granicznej

Pełna analiza numeryczna mająca na celu oszacowa-
nie nośności granicznej belki z  defektem zginanej czte-
ropunktowo wymagała również przeanalizowania roz-
miarów i  kształtu strefy plastycznej – rozszerzającej się 

a)

b)

P = f (vLL)

P0

PSN, B = 1 mm
a/W = 0,7, W = 40 mm
E = 206 GPa, ν = 0,3
σ0 = 500 MPa

VLL, mm

P
, k
N

Strefa plastyczna rozwijająca się
w miejscu kontaktu belki  
z podporą (miejsce podparcia)

Strefa plastyczna rozwijająca się
w miejscu przyłożenia obciążenia 
zewnętrznego poprzez kontakt  
z rolką obciążającą

Strefa plastyczna rozwijająca się 
od wierzchołka pęknięcia

Wierzchołek
pęknięcia

D
łu
go
ść
 b
el
ki
 L
, m

Oś symetrii
umożliwiająca
modelowanie
tylko połowy belki

Niepęknięty
odcinek
belki, 

b = W − a

Szczelina a, m

Szerokość belki W, m

Brzeg belki



pod wpływem obciążenia zewnętrznego – oraz wykre-
sów siły P obciążającej belkę w funkcji przemieszczenia 
punktu przyłożenia siły vLL. Przykładowy wykres P = f (vLL) 
z  zaznaczonym punktem, w którym stwierdzono pełne 
uplastycznienie niepękniętego odcinka belki, pokazano  
na rys. 4a, a na rys. 4b – strefę plastyczną w momencie 
osiągnięcia przez belkę stanu nośności granicznej.
Jako nośność graniczną P0 przyjmowano wartość siły 

powodującą pełne uplastycznienie niepękniętego odcin-
ka belki (rys. 4b). Wartość siły przy odpowiednim pozio-
mie obciążenia zewnętrznego odczytywano z  wykresu 
P = f (vLL). Zestawienie wyników numerycznych zaprezen-
towano w tabl. I.
Na rys. 5 zaprezentowano wpływ względnej długości 

pęknięcia a/W  oraz granicy plastyczności σ0 na noś- 
ność graniczną belek SEN(4PB), odpowiednio przy za-
łożeniu PSN i PSO. Analiza wyników prowadzi do wnio-
sków:

● im dłuższe pęknięcie, tym mniejsza wartość obciążenia 
granicznego,
● im wyższa granica plastyczności, tym proporcjonalnie 
wyższa wartość obciążenia granicznego.
Po odniesieniu otrzymanych wartości nośności gra-

nicznej do tej samej wartości grubości B okazało się,  
że nośność graniczna (obciążenie graniczne) jest niż- 
sza dla przypadku PSN, co oznacza mniejsze (nawet 
o  30%) dopuszczalne obciążenie konstrukcji niż przy 
założeniu PSO. W  literaturze fachowej [3, 5÷7, 17] za- 
leca się, aby w ocenie wytrzymałości konstrukcji z  de- 
fektami brać pod uwagę wartości obciążeń granicz- 
nych (nośności granicznej) dla przypadku dominacji  
PSN (o  ile procedura oceny wytrzymałości nie zakłada 
odmiennego podejścia) – prowadzi to do uzyskiwania 
bezpiecznych rezultatów. Alternatywą byłoby rozpatry-
wanie nośności granicznej dla przypadków trójwymia- 
rowych.

TABLICA I. Zestawienie numerycznie wyznaczonych wartości nośności granicznej  
(w kN) – obciążeń granicznych dla belek typu SEN(4PB) dla przypadków PSN i PSO

σ0, MPa

PSN, B = 1 mm PSO, B = 1 m

a/W

0,05 0,20 0,50 0,70 0,05 0,20 0,50 0,70

315   3,41881   2,13701   0,944699 0,341378   4384,58   3040,00 1156,88   431,349

500   5,42291   3,86894 1,52131 0,544935   6948,79   4984,00 1932,30   673,745

1000 10,7835   8,24141 3,38542 1,19912 13800,70 10545,30 4003,32 1354,19

1500 17,8123 13,9006 5,65047 1,88484 20522,00 15704,10 6198,41 2111,62

 

P
0, 
kN

 

a / W

PSN, B = 1 mm, W = 40 mm
E = 206 GPa, ν = 0,3

σ0 = 315 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00153

σ0 = 500 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00243

σ0 = 1000 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00485

σ0 = 1500 MPa, ε0 = σ0 /E = 0,00728
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σ0, MPa

PSO, B = 1 m, W = 40 mm
E = 206 GPa, ν = 0,3

a / W = 0,05

a / W = 0,20

a / W = 0,50

a / W = 0,70

b)

Rys. 5. Wpływ względnej długości pęknięcia a/W na obciążenie graniczne P0 belek SEN(4PB) – 
PSO (a); wpływ granicy plastyczności σ0 na obciążenie graniczne P0 belek SEN(4PB) – PSN (b)

Związek między obciążeniem gra-
nicznym P0 i  granicą plastyczności 
σ0 ma charakter liniowy (rys. 5b), 
natomiast w  przypadku zależności 
P0 i  względnej długości pęknięcia 
a/W  liniowość zanika wraz ze wzro-
stem długości pęknięcia (rys. 5a). 
To zjawisko braku liniowości jest 
charakterystyczne przede wszyst-
kim dla belek zawierających bardzo 
długie pęknięcia (a/W = 0,70). Wielu 
badaczy wskazywało, że jest to zde-
terminowane przez rozwijającą się 
strefę plastyczną – od brzegu próbki 
w kierunku wierzchołka pęknięcia, na 
skutek tworzenia się przegubu pla-
stycznego blisko brzegu. Potwierdzo-
no to również w pracy [18] dotyczącej 
analizy sprężysto-plastycznych pól 
naprężeń.

Aproksymacja wyników 
nośności granicznej

Otrzymane wyniki numeryczne 
poddano aproksymacji. Wykorzystu-
jąc algorytm przedstawiony w proce-
durach EPRI, wzór na oszacowanie 
obciążenia granicznego (nośności 
granicznej) P0 belek SEN(4PB) moż-
na zapisać następująco:

  P0 = B · σ0 · f (a/W )  (2)

Funkcja f(a/W) ma postać:

f (a/W ) = A1 · (a/W )3 + A2 · (a/W )2 +
  + A3 (a/W ) + A4  (3)

gdzie współczynniki dopasowa-
nia wynoszą odpowiednio: dla PSN 
– A1 = 0,01594, A2 = −0,01121, 
A3 = −0,01577, A4 = 0,01228; dla 
PSO – A1 = 0,02104, A2 = −0,01385, 
A3 = −0,01971, A4 = 0,01476.

Współczynnik dopasowania R2 
wynosi odpowiednio 0,952 dla PSN 
i 0,995 dla PSO.
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Średni błąd aproksymacji numerycznych wyników noś- 
ności granicznej wynosi: 7% – w przypadku PSN, 2% – 
w przypadku PSO.
Można zaproponować inną formę aproksymacji, bazu-

jącą na równaniu:

  P0 = B · b · σ0 · f (σ0 /E, a/W)  (4)

gdzie b jest długością niepękniętego odcinka belki  
(b = W − a).

Funkcję f (σ0 /E, a/W) można wyznaczyć za pomocą 
programu Table Curve 3D [19], przez aproksymację po-
wierzchni krzywoliniowej f równaniem postaci:

f (σ0 /E, a/W) = A1 + A2 · (σ0/E) + A3 · (a/W) + A4 (σ0/E)2 + 
+ A5 · (a/W)2 + A6 · (σ0/E) · (a/W) + A7 · (σ0/E)3 + A8 · (a/W)3 +  
  + A9 · (σ0/E) · (a/W)2 + A10 · (σ0/E)2 · (a/W)  (5)

gdzie współczynniki aproksymacyjne A1 … A10 mają war-
tości podane w tabl. II.

Trójwymiarowe wykresy wykorzystane do aproksymacji 
rezultatów numerycznych wzorami (4) i (5) pokazano na 
rys. 6.

TABLICA II. Współczynniki dopasowania równania (5) do otrzy-
manych wyników numerycznych

A1 A2 A3 A4 A5

PSN
R2 = 0,9945 0,285494 14,92728 −0,49835 −4394,28 0,364699

PSO
R2 = 0,9991 0,368402 9,001908 −0,35141 −1740,74 −0,24739

A6 A7 A8 A9 A10

PSN
R2 = 0,9945 61,33157 416 171,4 −0,15421 −65,8381 −2004,34

PSO
R2 = 0,9991 27,3465 60 460,24 0,317 −50,6691 1343,641

Wykorzystanie tych wzorów do oszacowania nośno-
ści granicznej powoduje, że rozwiązanie jest obarczone  
maksymalnym błędem na poziomie: 7% – dla PSN, 2% 
– dla PSO. Średnie błędy dopasowania dla przypadków 
PSN i PSO wynoszą odpowiednio 2,47% i 1,01%.

Podsumowanie

W pracy badano zginaną czteropunktowo belkę zawie-
rającą defekt – pęknięcie, zdominowaną przez PSN lub 
PSO. Zaprezentowano numeryczną metodę oszacowania 
nośności granicznej (obciążenia granicznego) belki typu 
SEN(4PB) – geometrii, która jest zalecana do idealizacji 
złożonych obiektów konstrukcyjnych zgodnie z procedu-
rami FITNET [5]. Analizę prowadzono pod kątem oceny 
wpływu granicy plastyczności oraz względnej długości 
pęknięcia na nośność graniczną. Wykazano, że nośność 
graniczna zależy od tego, czy występuje PSN, czy PSO. 
Rezultaty numeryczne posłużyły do stworzenia prostych 
formuł pozwalających na oszacowanie nośności granicz-
nej bez konieczności prowadzenia obliczeń MES. Wzory 
te mogą być przydatne w  rozwiązywaniu inżynierskich 
problemów z zakresu wytrzymałości konstrukcji zawiera-
jących pęknięcia.

Pracę wykonano w ramach realizacji  
projektu badawczego IU-VENTUS PLUS  

o numerze IP2012 011872,  
finansowanego ze środków Ministerstwa Nauki 

i Szkolnictwa Wyższego.
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