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Oprogramowanie do numerycznej analizy
wzrostu pekniecia zmeczeniowego
za pomocg modelu semi-Markowa

Software for numerical analysis of fatigue crack growth

JOZEF DREWNIAK
LESZEK HOJDYS *

W artykule zostato zaprezentowane oryginalne oprogramowanie
stuzace do numerycznej analizy proceséw zmeczeniowych. W opro-
gramowaniu tym zostaly zaimplementowane probabilistyczne me-
tody wyznaczania trwato$ci zmeczeniowej oraz propagacji pekania
zmeczeniowego, bazujace przede wszystkim na modelach Markowa
i semi-Markowa. Niniejsza praca skupia si¢ gtéwnie na modelu semi-
-Markowa.

SLOWA KLUCZOWE: faficuchy Markowa, model semi-Markowa, model
Bogdanowa-Kozina

In this paper was presented the original software for numerical
analysis of fatigue processes. In the software has been implemented
probabilistic methods for determining of the fatigue life and fatigue
crack propagation, based primarily on Markov chains and semi-Markov
processes. This paper mainly focus on semi-Markovian fatigue crack
growth model.

KEYWORDS: Markov chains, semi-Markovian models, Bogdanov-Ko-
zin model

Zmeczenie materiatéw konstrukcyjnych jest najczestszg
przyczyng uszkodzen elementéw maszyn [1]. Cechg charak-
terystyczng procesu zmeczeniowego jest to, ze jest to proces
losowy i w poczatkowej fazie trudno zauwazalny. Dlatego
wywotane tym procesem krytyczne uszkodzenia elemen-
tébw maszyn pojawiajg sie nagle i w wiekszosci przypadkow
niespodziewanie. Wazne jest wiec przewidywanie trwatosci
zmeczeniowej zagrozonych elementow lub zespotéw maszyn
— najlepiej na podstawie modeli probabilistycznych. Zjawisko
zmeczenia materiatéw z powodu duzej ztozonosci jest bardzo
trudne w modelowaniu. Istniejgce obecnie modele matema-
tyczne opisujgce ten proces charakteryzujg sie duzg ztozo-
noscig, przez co sprawiajg trudnosci w implementacji przez
inzynierow. Dodatkowo wystepuje duzy rozrzut statystyczny
wynikow badan zmeczeniowych. Dlatego tez wyznaczanie
trwatosci zmeczeniowej metodami deterministycznymi jest co-
raz czesciej zastepowane metodami probabilistycznymi [1, 6].

W niniejszym artykule przedstawiono oryginalne oprogra-
mowanie stuzgce do numerycznej analizy proceséw zme-
czenia elementéw maszyn. W oprogramowaniu tym zostaty
gtéwnie zaimplementowane metody wyznaczania trwatosci
zmeczeniowej oparte na modelu Bogdanowa-Kozina, wyko-
rzystujacym tancuchy Markowa. Metody te zostaly szerzej
opisane w publikacjach [6, 7]. Ten artykut skupia sie na nowo
zaimplementowanej metodzie bazujgcej na modelu semi-Mar-
kowa [3]. W przeciwienstwie do czysto fenomenologicznych
modeli Bogdanowa-Kozina, bazujgcych na modelach Mar-
kowa, metoda ta pozwala uwzgledni¢ parametry fizyczne
procesu zmeczeniowego poprzez wykorzystanie réwnania
Parisa-Erdogana, a dodatkowo daje mozliwos¢ wyznaczenia
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parametrow modelu dla innych obcigzen niz te, dla ktérych
byty wykonane zrédtowe badania zmeczeniowe [3, 5, 8, 9].

Model semi-Markowa propagacji pekniecia
zmeczeniowego [4]

Dlugosé¢ pekniecia zmeczeniowego a mozna zdefiniowac
jako sume jednostkowych przyrostow dtugosci pekniecia Aa.
Poczatkowg diugos¢ pekniecia mozna zapisac jako:

ay = kyAa (1)
gdzie ky jest liczbg catkowitg, przyjeta jako stata.

Wartos¢ dtugosci pekniecia mozna wiec zapisa¢ wzorem:
a=(k,+ j)Aa,j=0,1,2,...,n 2)

Niech zmienna losowa W,=Wj,+; okresla czas potrzebny
do osiggniecia dlugosci pekniecia opisanej przez ko+j; wtedy
réwnanie Parisa-Erdogana mozna zapisa¢ w postaci:

m
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gdzie state C oraz m sg parametrami réwnania Parisa-Erdo-
gana, Ao jest zmiang amplitudy naprezenia, AK — zakresem
wspotczynnika intensywnosci naprezen (uogolniajac, AK moz-
na wyrazi¢ jako funkcje K(a, Ao).

Opis procesu kumulacji uszkodzen zmeczeniowych za po-
moca fancuchéw semi-Markowa wymaga dyskretyzacji wzoru
(3) przy uzyciu zaleznosci (1):
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Zmienng losowa W, mozna wyrazi¢ jako sume niezalez-
nych zmiennych losowych 7}, okreslajgcych czas oczekiwa-
nia w j-tym stanie zwigzanym z okreslong dtugo$cig peknie-
cia zmeczeniowego:

(4)

w3

Wy=Werj=To+T +..+T;,

(5)

Wk0+j+1 _Wk0+j = AVVkOJrj = Tj
Zmienna losowa 7; ma rozktad ujemny dwumianowy
(Pascala) o dwoch parametrach — f; oraz g, poniewaz
jest sumg niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
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geometrycznym [3, 4, 8, 9]. Srednig i wariancje rozktadu
Pascala mozna wyrazi¢ nastepujgco:

AE{WkO+j}
y

A

:E{Tj}—ﬁ varT; + E{T,} =~ (6)
J
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Po uwzglednieniu zaleznosci (6) z rownania (4) mozna
wyprowadzic:

Qj:aj(k0+j)5 (7)
m -1
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Ze wzoru (8) mozna dodatkowo uzyskac zaleznos¢ pozwa-
lajgcg obliczy¢ nowe parametry modelu wyznaczonego dla
wartosci amplitudy naprezen Aoy przy zadanej nowej wartosci
amplitudy Ao:

(25
a), \a)\Aoc,

Na podstawie zaleznosci (5+7) mozna wyprowadzi¢ re-
kurencyjne wzory, umozliwiajgce wyznaczenie parametréw
poszczegdlnych rozktadéw zmiennych losowych na podstawie
wynikéw badan zmeczeniowych, w ktérych zostaty wyznaczo-

ne wartosci sredniej oraz wariancji liczby cykli potrzebnej do
osiggniecia danej dtugosci pekniecia zmeczeniowego [3, 8, 9]:

k-1 i
EWy xi = Z—jn
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k-1 (10)
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Ze wzgledu na to, ze zmienne losowe 7; majg rozktad
Pascala, z definicji bedgcy sumg niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadzie geometrycznym, taricuch semi-Marko-
wa mozna przeksztatci¢ na réwnowazny fancuch Markowa.
Zredukuje to znacznie ilo$¢ obliczen. tancuch Markowa defi-
niowany jest dla czasu T} za pomocg macierzy prawdopodo-
bienstw przejscia o wymiarach (fo+£1+1)-(Botfi+1):

-0 g 0 .. 0 0 0 .. 0 0 1
0 1-qy g9 . O 0 0 .. 0 0 2
0 0 0 =g g 0 .. 0 0| f
0= N (1)
0 0 0 .. 0 I-g g .. 0 0| B+l
0 0 0 .. 0 0 0 .. 1-q q| B+h
| 0 0 .. 0 0 0 .. 0 1]|B+B+1

W analogiczny sposéb mozna tworzy¢ macierze prawdopo-
dobienstw przejs¢ Q; dla kolejnych czaséw T;, az do ostatniego
czasu T, [3].

Znajac macierz prawdopodobienstwa przej$¢ Q; oraz wek-
tor rozktadu prawdopodobienstwa poczatkowego pg, mozna
wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa py, stosujgc podsta-
wowg zaleznos$¢ w teorii tancuchow Markowa:

Po = [1,0,...,0], Px = Po Q;C (12)
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Elementy wektora p, odpowiadajg prawdopodobienstwu
znalezienia sie tancucha Markowa w stanie j =0, 1, ..., n
w czasie Xx.

Opis oprogramowania

W oparciu o model Bogdanowa-Kozina oraz inne probabi-
listyczne metody zostato stworzone oprogramowanie stuzgce
do numerycznej analizy proceséw zmeczeniowych. Obecnie
w oprogramowaniu tym sg zaimplementowane nastepujace
metody numerycznej analizy proceséw zmeczeniowych:

. Wykres Woehlera.

. Wykres logarytmiczno-normainy.

. Doswiadczalna dystrybuanta trwatosci zmeczeniowe;j.

. Rozktad Weibulla.

. Stacjonarny model Bogdanowa-Kozina kumulacji uszko-
dzen zmeczeniowych.

. Niestacjonarny (dla obcigzen o zmiennej amplitudzie) model
kumulacji uszkodzen zmeczeniowych Bogdanowa-Kozina.

7. Model Bogdanowa-Kozina wzrostu peknigcia zmeczenio-

wego.

8. Model semi-Markowa wzrostu peknigcia zmeczeniowego.

Kazdy zaimplementowany model posiada okno dialogo-
we umozliwiajgce ustawienie jego parametrow. Dodatkowo
program zawiera formularze stuzgce do edycji oraz wpro-
wadzania danych z serii pomiarowych. Wynikiem dziatania
zaimplementowanych modeli sg wykresy dystrybuant trwatosci
zmeczeniowe;.
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Podsumowanie

Celem zweryfikowania poprawnosci zaimplementowania
w oprogramowaniu metody bazujgcej na modelu semi-Mar-
kowa wykorzystano dane z eksperymentdw zmeczeniowych
pochodzgce z literatury. Uzyskane wyniki okazaty sie zgodne
z wynikami przedstawionymi w literaturze. Planowane jest
przeprowadzenie badan zmeczeniowych walcowych kot ze-
batych, ktérych wyniki zostang opracowane za pomocg przy-
gotowanego oprogramowania. Dodatkowo wspotczynnik AK
zostanie wyznaczony za pomocg metody elementéw skon-
czonych wzbogaconej algorytmami mechaniki pekania XFEM.

Planowana jest dalsza rozbudowa opracowanego oprogra-
mowania o nowe modele zmeczeniowe. W nastepnych wer-
sjach oprogramowania powinny zosta¢ zaimplementowane
modele odpowiednie dla obcigzen o zmiennej amplitudzie,
w tym takze losowej. Planowane jest dalsze rozwijanie modelu
semi-Markowa w potgczeniu z innymi niz Parisa-Erdogana
modelami propagacji pekania.
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