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In this article, several possibilities for integrating AI meth-
ods with FEM-based modelling for coefficient of friction 
(COF) prediction are reviewed and discussed. In particular, 
the implementation of a Grey-Box model and selected re-
gression testing methods is presented. Results of integrat-
ing a Python interface with the FEM DEFORM package for 
predicting componential cutting forces and cutting tem-
peratures using estimated COF values are provided. The 
performance of different friction models implemented in 
FEM and SPH simulation packages is compared. New trends 
and future research directions are also outlined.
KEYWORDS: artificial intelligence, FEM modeling, coef-
ficient of friction (COF), Grey-Box model, friction models, 
cutting forces and temperature

W artykule omówiono możliwości integracji metod sztucz-
nej inteligencji (AI) z  modelowaniem metodą elementów 
skończonych (FEM) do prognozowania wartości współ-
czynnika tarcia. W  szczególności przedyskutowano zasto-
sowanie tzw. modelu szarej skrzynki (Grey-Box) i kilku me-
tod testowania regresyjnego, a  podano wyniki integracji 
interfejsu Pythona z  programem symulacyjnym DEFORM 
dotyczące sił skrawania i temperatury, wykorzystujące wy-
niki prognozy współczynnika tarcia. Porównano efekty za-
stosowania różnych modeli tarcia w metodach FEM i SPH. 
Omówiono przyszłościowe kierunki badań.
SŁOWA KLUCZOWE: sztuczna inteligencja, modelowanie 
MES (FEM), współczynnik tarcia (COF), model szarej skrzyn-
ki, modele tarcia, siły tnące i temperatura skrawania

Wprowadzenie

W procesie skrawania tarcie, obok oddziaływań me-
chanicznych i cieplnych, jest podstawowym zjawiskiem 
fizycznym decydującym o jego przebiegu i efektywno-
ści, w związku z wpływem na skalę dyssypacji energii 
i zużycie ostrza [1]. W ostatnich dekadach nastąpił zna-
czący postęp w rozwoju metod i technik pomiarowych 
mających na celu identyfikację tarcia nie tylko w aspek-
cie ilościowym, ale także w ujęciu mechanizmów, które 
mu towarzyszą w  różnych warunkach termomecha-
nicznych [1, 2, 3, 4]. Konstrukcje urządzeń do badania 
tarcia, tzw. tribometrów, opisano wcześniej w  „Me-
chaniku” nr 11/2016 [2] i  „Mechaniku” nr 2/2019 [3] 
dzięki współpracy naukowej autora z prof. J. Rechem  
z  ENISE Saint-Etienne (Francja). W  popularnym tri-
bometrze typu pin-on-disc (trzpień-po-tarczy) uchwyt 
trzpienia odwzorowujący ostrze skrawające jest za-
mocowany w przystosowanym do tego celu siłomierzu 

piezoelektrycznym (rys. 1a) w celu wywarcia w obsza-
rze styku wymaganej siły normalnej (Fn) i stycznej (Ft), 
które należy traktować jako siły w skali makroskopo-
wej. Wymaganą siłę normalną zapewnia sterowany tłok 
hydrauliczny (rys. 1b). W rezultacie można wyznaczyć 
wartość średniego (pozornego) współczynnika tarcia 
ślizgowego, tj. makroskopowy współczynnik tarcia, jako 
stosunek tych sił:

    (1)

W  przypadku odziaływania ostrza na materiał 
w procesie skrawania mierzy się zwykle siłę styczną 
(Fg) i normalną (FγN) do powierzchni natarcia (Ag). 
Obecnie są stosowane tribometry typu zamkniętego 

(closed tribometer), w odróżnieniu od wspomnianego 
tribometru pin-on-disc jako konstrukcji typu otwar-
tego (open tribometer) jak na rys. 1b, które są monto-
wane na nowoczesnych obrabiarkach z możliwością 
odświeżania powierzchni kontaktu przez ostrze skra-
wające i rejestracji składowych sił skrawania oraz ob-
serwacji procesu tworzenia wióra i pomiaru tempera-
tury kamerą termowizyjną [1, 7, 19].
Termin „współczynnik tarcia pozornego” jest uży-

wany, ponieważ może on nieznacznie różnić się od 
„współczynnika tarcia międzyfazowego”, wywołane-
go adhezją na styku trzpienia i materiału obrabiane-
go. Te siły makroskopowe mierzone przez tribometr 
obejmują z  jednej strony zjawiska adhezji, na które 
wpływają takie właściwości, jak twardość, reaktyw-
ność chemiczna i  chropowatość, a  z  drugiej strony 
występuje odkształcenie plastyczne materiału obra-
bianego, którego nie można pominąć w  warunkach 
kontaktu indukowanych przez ten tribometr. Dwu-
członowy model analityczny przedstawiony w  [1] 
umożliwia wyodrębnienie współczynnika tarcia jako 
sumy składowej mechanicznej i adhezyjnej, tj.:

    (2)

gdzie: µm – stała składowa mechaniczna, µa – zmienna 
składowa adhezyjna.

Jeśli w trzpieniu zainstaluje się termistor (rys. 1a), 
to można wyznaczyć strumień ciepła w wyniku dys- 
sypacji energii tarcia. Wpływ warunków procesu 
skrawania konwencjonalnego i hybrydowego na pro-
ces tarcia można znaleźć w  przeglądowym artykule 
[5] i książce [6].
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Należą do nich ogólnie:
● materiał obrabiany: skład chemiczny, mikrostruk-
tura, 
● materiał ostrza narzędzia: substrat, nałożona po-
włoka, mikrotekstura powierzchni,
● chłodzenie/smarowanie: medium chłodząco-sma-
rujące, technika dostarczania,
● warunki styku w parze ślizgowej.
Obecnie są stosowane tribometry typu zamkniętego 

(closed tribometer), w odróżnieniu od wspomnianego 
tribometru pin-on-disc jako konstrukcji typu otwar-
tego (open tribometer) jak na rys. 1b, które są mon-
towane na nowoczesnych obrabiarkach z  możliwo-
ścią odświeżania powierzchni kontaktu przez ostrze 
skrawające i rejestracji składowych sił skrawania oraz 
obserwacji procesu tworzenia wióra i pomiaru tempe-
ratury kamerą termowizyjną [1, 7, 19].

Metody prognozowania wartości współczynnika 
tarcia na podstawie danych z tribo-testów

Powszechnie stosuje się modele regresji z nadzoro-
wanym uczeniem maszynowym (ML – machine lear-
ning), które po treningu mają możliwości predykcji 
wartości wybranych danych. Stosuje się je równocześ- 
nie z  modelowaniem metodą elementów skończo-
nych (MES/FEM), np. używając popularnego pakietu 
ABAQUS Explicit [8]. Wykazano przykładowo [7], że 
lokalnie można przewidywać wartości współczynni-
ka tarcia w symulacjach obróbki w oparciu o warunki 
procesu na styku wióra z ostrzem, stosując oparty na 
sztucznej inteligencji model Grey-Box, czyli model sza-
rej skrzynki [9]. Testowanie metodą Grey-Box (zwane 
również testowaniem szarej skrzynki) to metoda, któ-
rą można wykorzystać do debugowania (debugging  

Fig. 1. A scheme of pin-on-disc tribometer showing local friction conditions in the contact (cutting) zone (a) [2], Description: 1a- view of wor-
king space, 2a- temperature and heat flux measurement, 3a- measurement of cutting forces and  design of open tribometer equipped with 
measurement-acquisition system (b) [19]
Rys. 1. Schemat tribometru typu pin-on-disc pokazujący lokalne warunki tarcia w strefie kontaktu (skrawania) (a) [2]. a1) widok przestrzeni 
roboczej, a2) pomiar temperatury i strumienia ciepła, a3) pomiar sił składowych i konstrukcja tribometru typu otwartego z systemem pomia-
rowo-akwizycyjnym (b) [19]
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– wyszukiwanie i  naprawianie błędów w  kodzie) 
oprogramowania i  oceny podatności na ingerencje 
zewnętrzne. W  tej metodzie tester ma ograniczoną 
wiedzę na temat działania testowanego komponen-
tu, w przeciwieństwie do testowania czarnej skrzynki 
(Black-Box), gdzie tester nie ma wiedzy wewnętrznej, 
oraz testowania białej skrzynki (White-Box), gdzie te-
ster ma pełną wiedzę wewnętrzną. Mówiąc obrazowo: 
model szarego pudełka to połączenie dwóch wcze-
śniej wspomnianych modeli, przy czym mogą one być 
ułożone szeregowo lub równolegle (rys. 2a) w struk-
turze wewnętrznej. Zmienne wejściowe są definiowa-
ne w wektorze , który jest przenoszony do modelu 
biało- i  czarnoskrzynkowego. Z  jednej strony model 
parametryczny służy jako idealny aproksymator dla 
rozpatrywanych zmiennych wyjściowych procesu  
tóry zawiera wszystkie wymagane założenia i uprosz-
czenia. Z  drugiej strony model nieparametryczny 
jest dostosowywany, aby określić odchylenia między 
modelem idealnym a  rzeczywistymi dostępnymi da-
nymi i  daje skorygowany wynik . Obie zmienne  
(  i  ) są łączone funkcją fcom, która zwraca całko-
witą wartość wyjściową modelu szaroskrzynkowego. 
Funkcja jest wybierana zgodnie z celem modelu czar-
noskrzynkowego [17].
W  metodzie „szarego pudełka” stosuje się różne 

techniki. Na przykład często stosowane testowanie 

regresyjne to technika, która pozwala sprawdzić, czy 
zmiany w aplikacji lub poprawki błędów spowodowa-
ły pojawienie się błędów w  istniejących komponen-
tach [9].
Stosując, np. niestandardowy interfejs graficzny  

Pythona, można osiągnąć lokalne przewidywanie 
współczynników tarcia zależnych od prędkości po-
ślizgu i  nacisku normalnego wzdłuż krawędzi skra-
wającej w  symulacjach obróbki. Dzięki temu można 
bezpośrednio wprowadzić do narzędzia MES typowe 
biblioteki uczenia maszynowego. Należy dodać, że po-
jęcie „interfejsu Pythona” odnosi się do dwóch głów-
nych kategorii: programistycznych, które definiują 
kontrakty dla klas, oraz graficznych (GUI – Graphical 
User Interface), które pozwalają tworzyć aplikacje 
z wizualnym interfejsem użytkownika. W przypadku 
interfejsów programistycznych Python używa abs-
trakcyjnych klas bazowych (ABC), aby symulować  
zachowanie interfejsów znanych z  innych języków, 
podczas gdy dla GUI dostępne są różne biblioteki, takie 
jak na przykład wbudowany Tkinter [11]. Podobnie 
w  pracy [8] do prognozowania wartości naprężenia 
plastycznego płynięcia w modelu konstytutywnym [1] 
zastosowano sztuczne sieci neuronowe z modelem/ 
/podprogramem VUHARD (VUHARD subroutine). 
Z  kolei tribometr (rys. 1b) jest stosowany do gene-
rowania dużego zbioru danych odnośnie do wartości 

a)

c)

Fig. 2. Scheme of a parallel grey box model structure (a) [17], flow chart of XGBoost gradient algorithm (b) [18] and Python interface enabling 
data driven input of friction model in FEM DEFORM-2D package (c) [7]
Rys. 2. Schemat równoległej struktury modelu „szarego” pudełka [17] (a), schemat blokowy algorytmu gradientowego XGBoost (b) [18]  
i Interfejs Pythona umożliwiający wprowadzanie danych do modelu tarcia w pakiecie FEM DEFORM-2D (c) [7]

b)
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współczynnika tarcia (COF – coefficient of friction). 
Więcej informacji na temat modelowania powierzchni 
opartego na technikach sztucznej inteligencji, takich 
jak sztuczne sieci neuronowe (ANNs) czy inne metody 
uczenia się (ML – Machine Learning, DL – Deep Lear-
ning) podano w książce [10]. Zasadę integracji inter-
fejsu Pythona z  programem symulacyjnym DEFORM 
przedstawiono na rys. 2c. 
XGBoost, czyli Extreme Gradient Boosting, to skalo-

walna, rozproszona biblioteka uczenia maszynowego 
dla drzew decyzyjnych(decision trees) z wykorzysta-
niem gradientu (GBDT). Zapewnia ona równoległe 
wzmacnianie drzew i  jest wiodącą biblioteką uczenia 
maszynowego dla problemów regresji, klasyfikacji 
i rankingowania [18].
Drzewa decyzyjne z  wykorzystaniem gradientu 

(GBDT) to algorytm uczenia zespołowego drzew decy-
zyjnych, podobny do algorytmu lasu losowego, stoso-

wany w klasyfikacji i regresji. Algorytmy uczenia zespo-
łowego łączą wiele algorytmów uczenia maszynowego 
w celu uzyskania lepszego modelu. Zarówno las losowy, 
jak i GBDT budują model składający się z wielu drzew 
decyzyjnych. Różnica polega na sposobie budowania 
i łączenia drzew.
Z kolei wzmocnienie gradientowe to technika uczenia 

maszynowego, która łączy wiele słabych modeli pre-
dykcyjnych w jeden zespół. Te słabe modele to zazwy-
czaj drzewa decyzyjne (np. Drzewa 1, 2 i 3 na rys. 2b), 
trenowane sekwencyjnie w celu minimalizacji błędów 
i poprawy dokładności predykcji. 
Schemat blokowy algorytmu gradientowego XGBoost 

zbudowany z trzech drzew decyzyjnych przedstawiono 
na rys. 2b.
W pracy [7] łącznie zbadano cztery modele funkcji fT 

(białej skrzynki) zwracającej całkowitą wartość wyj-
ściową modelu szarego pudełka: regresję lasu losowego  

Dane testowe
Dane treningowe
Prognoza danych 
testowych

XGBoost Regression
Wyznaczenie  z tribo-testów

a) b)

Fig. 3. Measured results of COF(a) and regression result using XGBoost algorithm (b) [7]
Rys. 3. Wyniki pomiarów (a) i analizy regresji COF z zastosowaniem algorytmu XGBoost (b) [7]
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Fig. 4. Apparent coefficient of friction calculated directly from the measured componential cutting forces as function of undeformed chip 
thickness and cutting speed [12]
Rys. 4. Zależność wartości współczynnika tarcia wyznaczonych z pomiaru sił składowych (Fp/Fc) od grubości warstwy skrawanej i prędkości 
skrawania [12]
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(random forest regression RF), regresję wektorów no-
śnych (support vector regression SVR), ekstremalne 
wzmocnienie gradientowe (extreme gradient boosting 
XGBoost) i  sieci neuronowe z  propagacją wsteczną 
(Feed Forward Neural Networks FFNN). Podane mo-
dele omówiono wcześniej w zastosowaniu do mode-
lowania FEM sił skrawania [12, 15]. 
Wyniki pomiaru z  tribometru i  treningu jednego 

z zastosowanych algorytmów regresji przedstawiono 
na rys. 3a i 3b. Aby uzyskać istotne informacje doty-
czące możliwości regresyjnych różnych algorytmów, 
obliczono metryki średniego błędu bezwzględnego 
(MAE), średniego błędu kwadratowego (MSE) i śred-
niego błędu bezwzględnego procentowego (MAPE). 
Wprowadzono 1000 prób bootstrapowych, aby uzys- 
kać wgląd w  zmienność wydajności modelu spowo-
dowaną losowym próbkowaniem. Bootstrap, czyli 
tzw. metody samowsporne, to metody szacowania 
rozkładu błędów estymacji za pomocą wielokrotnego 
losowania ze zwracaniem z próby [16]. Są przydatne 
szczególnie, gdy nie jest znana postać rozkładu zmien-
nej w populacji. Współczynnik regresji R2 podano jako 
oszacowanie punktowe.
Wydajność uczenia wszystkich czterech modeli re-

gresji została oceniona przy użyciu wspomnianych 
metryk błędów. Spośród nich model XGBoost wyka-
zał najlepszą ogólną wydajność, osiągając najniższy 
średni błąd bezwzględny (MAE = 0,0025), średni błąd 

kwadratowy (MSE ≈ 0,0000) i  średni bezwzględny 
błąd procentowy (MAPE = 0,0078), wraz z  najwyż-
szym współczynnikiem determinacji (R2 = 0,9913). 
Drugi z  kolei model, Random Forest wykazuje rów-
nież wysoką dokładność predykcyjną (MAE = 0,0048 
i R2 = 0,9890). Następne w klasyfikacji – model wek-
torów nośnych (MAE = 0,0090, R2 = 0,9670) i  model 
FFNN (MAE = 0,0052, R2 = 0,9737) również okazały 
się skuteczne. 
Przedziały ufności dla metryk MAPE i  MAE były 

najwęższe dla XGBoost i Random Forest, co wskazuje 
na większą stabilność i odporność tych modeli. Nato-
miast FFNN wykazał wyraźnie szerszą górną granicę 
w  swoim przedziale MAPE (do 0,316), co sugeruje 
zmienność względnej dokładności prognoz. Ogólnie 
rzecz biorąc, metody zespołowe oparte na drzewach 
(RF i XGBoost) przewyższyły SV i  FFNN w  fazie tre-
ningu, zarówno pod względem estymacji punktowych, 
jak i przedziałów ufności, co podkreśla ich lepszą zdol-
ność do uchwycenia ukrytych wzorców danych z nie-
zmienną wiarygodnością.
Interesujące jest porównanie wyników testów i na-

stępnie wykorzystania tych danych (rys. 4) do mo-
delowania procesu metodą MES i  metodą bezsiat-
kową SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) [13]. 
Celem modelowania było osiągnięcie najmniejszych 
błędów prognozowania wartości składowych sił 
skrawania i  temperatury z  użyciem materiałowego 

Fig. 5. Comparison of measured and predicted cutting forces at different cutting speeds and COF modelling methods (h = 0,10 mm) [12].
Rys. 5. Porównanie wartości składowych sił skrawania zmierzonych i wyznaczonych w symulacjach metodami FEM i SPH dla różnych prędko-
ści skrawania i modeli tarcia (h = 0,10 mm) [12]
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modelu konstutywnego J-C [1]. Na rys. 4a i  b przed-
stawiono zależność wartości współczynnika tar-
cia od grubości warstwy skrawanej (h) i  prędkości  
skrawania (vc) odpowiednio dla stali niestopo-
wej AISI 1045 (C45) i  dwufazowego stopu tytanu 
Ti6Al4V. W  badaniach stosowano następujące wa-
runki dla obrabianych materiałów: parametry skra-
wania – vc = 180 m/min i 60 m/min, charakterystykę 
ostrza skrawającego – kąt natarcia γo = 0O, αo = 10O, 
promień krawędzi skrawającej rβ = 10 µm. Stoso-
wano trzy grubości warstwy skrawanej h = 0,1, 0,15  
i 0,20 mm [12]. Na rys. 4 widać zdecydowane różnice 
w wartości µ, które są spowodowane wyższą tempe-
raturą zmierzoną na styku wiór-ostrze i następstwem 
efektu zmiękczenia cieplnego trudnoskrawalnego 
stopu tytanu [1]. Ustalono średnią wartość współ-
czynnika tarcia (µ = 0,738) dla stali AISI 1045, któ-
ra jest o  40% większa niż dla stopu tytanu Ti6Al4V  
(µ = 0,541). Maksymalne wartości wyznaczono dla 
najmniejszej grubości warstwy skrawanej (co odpo-
wiada największej energii właściwej skrawania [1]) 
i największej prędkości skrawania. 
Na rys. 5 można generalnie zaobserwować, że war-

tości siły skrawania (Fc) i siły odporowej (Fp) nie za-
leżą od prędkości skrawania (w przedziale vc = 20÷60 
m/min), ale zależą wyraźnie od wyznaczonego przez 
modelowanie współczynnika tarcia. W tym przypadku 
wprowadzono stałe wartości μ = 0,76 i 0,56 na podsta-
wie danych z rys. 4 i sprawdzono zależności µ = f (vc) 
i  μ = f (T), stosując obydwie metody modelowania – 
FEM i SPH. 
Średnie błędy prognozy wartości sił dla metod FEM 

i  SPH mieszczą się w przedziale 33% do 23%, nato-
miast dla temperatury, za wyjątkiem temperatury na 
powierzchni natarcia dla stopu tytanu, prognozy są 
dokładniejsze – w granicach 5–20% [12].

Podsumowanie 

Modelowanie procesu skrawania może być oparte 
na znanych metodach numerycznych, takich jak FEM 
i SPH, ale też wspierane przez inteligentne algorytmy 
regresyjne, np. ekstremalne wzmocnienie gradien-
towe (extreme gradient boosting – XGBoost), i  sieci 
neuronowe (np. typu FFNN z  propagacja wsteczną) 
z możliwością uczenia się, w celu dokładnego progno-
zowania danych wejściowych, w  tym współczynnika 
tarcia. W badaniach eksperymentalnych, które są pod-
stawą weryfikacji wyników modelowania ważną rolę 
odgrywają tribo-testy połączone integralnie z pomia-
rem sił składowych i temperatury czy zużycia ostrza. 
Wykazano, że w niektórych przypadkach dokładniej-
sze prognozowanie charakterystyk procesu skrawa-
nia zapewnia modelowanie metodą bezsiatkową SPH 
[12]. W celu osiągnięcia lepszej zgodności danych po-
miarowych i symulacji można wprowadzać do pakietu 
FEM, np. DEFORM [15], w sposób zintegrowany różne 
modele tarcia, np. model tarcia ślizgowego (shear fric-
tion model SFM), model Coulomba (Coulomb friction 
model CFM), model hybrydowy (hybrid friction model 
HFM), model ze stałym naprężeniem stycznym (con-
stant-tau model CTM). 
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