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Szacowanie niepewnosci pomiaru - metoda Monte Carlo

Evaluation of measurement uncertainty - Monte Carlo method

WOJCIECH PLOWUCHA
WLADYSLAW JAKUBIEC
PAWEL ROSNER*

Przedstawiono zalety metody Monte Carlo w poréwnaniu
z metodami szacowania niepewnosci pomiaru typu A i B.
Omoéwiono problem wyznaczania niepewnosci w przypadku
dwoch lub wiecej dominujacych sktadnikow. Zaprezentowano
wyniki eksperymentu majacego na celu ocene wplywu strate-
gii prébkowania na niepewno$¢ pomiaru odchylki okragtosci.
Przeanalizowano kwestie ,,bledu systematycznego” przy sza-
cowaniu niepewnosci pomiaréw wspoétrzednosciowych.
SLOWA KLUCZOWE: niepewno$¢ pomiaru, metoda Monte
Carlo, pomiary wspotrzednosciowe

Advantages of Monte Carlo method are presented and com-
pared with A and B type method of measurement uncertainty
evaluation. Problem of uncertainty determination, in case of
two or more dominant components, is discussed. Results of
experiment to evaluate impact of probing strategy on meas-
urement uncertainty of roundness deviation are presented.
Issue of ‘systematic error’ in evaluation of coordinate meas-
urement uncertainty is analyzed.

KEYWORDS: measurement uncertainty, Monte Carlo method,
coordinate measurement

Przy szacowaniu niepewnosci pomiaru, obok metod typu
A i B [1-3], coraz szersze zastosowanie znajduje techni-
ka symulacyjna nazywana metodg Monte Carlo (MC) [4].
Z analizy literatury wynika, ze jest ona najczesciej stosowa-
na samodzielnie. W obszarze zwigzanym ze specyfikacjg
geometrii wyrobow znane jest np. oprogramowanie do sza-
cowania niepewnosci pomiaréw wspotrzednosciowych [5].

Celem niniejszej publikaciji jest zwrécenie uwagi na fakt,
ze metoda MC moze réwniez stuzy¢ do szacowania po-
jedynczych sktadnikow niepewnosci pomiaru, a przede
wszystkim do analizowania niepewnosci pomiaru.

Metoda MC jest ze swej natury uniwersalna. Pozwala na
wyznaczenie rozktadu dowolnej funkc;ji (nie tylko sumy) do-
wolnej liczby zmiennych losowych o dowolnych rozktadach
prawdopodobienstwa. Bezposrednim wynikiem symulaciji
MC jest znaczna liczba (w [4] jest mowa nawet o milionie)
realizacji wynikowej zmiennej losowej, na podstawie kto-
rych mozna (w zaleznosci od potrzeby) wyznaczy¢ rozktad
empiryczny (histogram) albo obliczy¢ dowolne charaktery-
styki zmiennej losowej, jak: Srednia, odchylenie standardo-
we, momenty wyzszych rzedow czy kwantyle.

Istotng zaletg metody MC jest intuicyjnos¢, co zostanie
pokazane na trzech przyktadach: szacowania niepewno-
$ci pomiaru przy wzorcowaniu suwmiarki, oceny wptywu
strategii probkowania na niepewno$¢ pomiaru odchyiki
okragtosci oraz dyskusji kwestii ,btedu systematycznego”
w procedurze szacowania niepewnos$ci pomiaréw wspot-
rzednosciowych z uzyciem przedmiotéw wzorcowych.

Jezeli celem symulacji jest wyznaczenie rozszerzonej
niepewnosci pomiaru U — a tak jest w wiekszosci przy-
padkow — to nie jest konieczne wyznaczenie rozktadu
prawdopodobienstwa w $cistym rozumieniu tego pojecia
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— ani postac, ani parametry rozktadu nie sg wazne. War-
tos¢ niepewnosci U moze zostac obliczona bezposrednio
z rozktadu empirycznego btedu (zmienna losowa X) po
odrzuceniu 5% wartosci skrajnych (zaréwno dodatnich,
jak i uiemnych), co odpowiada bezposredniemu zastoso-
waniu wzoru:

P(|X]| <U) =095 (1)

Generatory liczb losowych

Powszechnie dostepnym oprogramowaniem — uzy-
wanym zarowno w przemysle, jak i na wyzszych uczel-
niach — jest MS Excel. Zawiera on generator liczb loso-
wych o rozktadzie jednostajnym na odcinku (0, 1), ktory
ma postac funkcji ,=los()”, a ponadto w dodatku ,Anali-
za danych” dostepne jest narzedzie ,Generowanie liczb
pseudolosowych”, ktére pozwala na generowanie liczb
losowych dla dwoch rozktadéw prawdopodobienstwa
zmiennej losowej ciggtej: jednostajnego (rbwnomiernego,
prostokatnego) i normalnego. Gdyby przyja¢, ze w meto-
dzie MC jako modele btedéw beda stosowane takie same
rozktady, jak w metodzie typu B, to brakuje co najmniej
dwodch generatoréw liczb losowych: o rozkiadzie trojkat-
nym i rozktadzie U. W obu przypadkach mozna postuzy¢
sie metodg odwracania dystrybuanty albo skorzysta¢ z in-
nych, prostszych rozwigzan:

e liczby losowe o rozkiadzie tréjkatnym T(-a, a) mozna
otrzymac, gdy doda sie dwie niezaleznie generowane
liczby losowe o takich samych rozktadach jednostajnych
R(-a/2, a/2),

e liczby losowe o rozktadzie U(—a, a), rozumianym jako
rozktad arcusa sinusa, mozna generowac, wykorzystujgc
fakt, ze zmienna losowa X zdefiniowana jako

X =a-sin(Y) (2)

ma rozktad U(-a, a), jezeli zmienna losowa Y ma rozkfad
jednostajny R(0, 2m).

Do przeprowadzania symulacji lepiej nadaje sie opro-
gramowanie Minitab [6], ktére ma znacznie wigcej gene-
ratoréw, chociaz tylko trzy typowe dla omawianego zasto-
sowania (jednostajny, normalny i trojkgtny). Istotne zalety
tego oprogramowania to maksymailnie 10 000 000 prze-
biegoéw (tyle wierszy ma arkusz) i przyjazne narzedzia
graficzne (np. tatwe rysowanie histogramu z mozliwoscig
natozenia wykresu funkcji gestosci).

Symulacja metodg MC jest réwniez mozliwa w opro-
gramowaniu do szacowania niepewnosci pomiaru — GUM
Workbench [7]. Sg w nim generatory rozkfadu jednostaj-
nego, tréjkatnego, normalnego, U i trapezowego. Opro-
gramowanie to umozliwia dodatkowo symulacje dla przy-
padku sktadnikow skorelowanych.

Analiza przyktadu wzorcowania suwmiarki
Podstawowym dokumentem wykorzystywanym w labo-

ratoriach wzorcujgcych do szacowania niepewnosci po-
miaru przy wzorcowaniu jest EA-4/02 [8]. Zgodnie z nim
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na swiadectwach wzorcowania nalezy podawacé roz-
szerzong niepewnos¢ pomiaru U (wedtug [8] ,uzyskang
z pomnozenia niepewnosci standardowej u przez wspot-
czynnik rozszerzenia”) oraz wspofczynnik rozszerzenia
k. Podane w nawiasie wymaganie stoi w sprzecznosci
z praktykg, poniewaz czesto jako pierwsza wyznaczana
jest niepewnosc¢ rozszerzona.

Dobrym przyktadem na pokazanie zalet techniki symu-
lacyjnej jest szacowanie niepewnosci pomiaru przy wzor-
cowaniu suwmiarki. W dokumencie przyjeto zatozenie,
ze dwa dominujgce skfadniki niepewnosci majg rozktady
jednostajne: R(-50, 50) i R(-25, 25) (w ym). Mozna ob-
liczy¢ teoretycznie (korzystajgc z rachunku prawdopodo-
bienstwa), ze ich suma ma nastepujgcy rozktad trapezo-

wy (rys. 1):

0,0002x + 0,015 dla x € [—75,—25)
0,01 dlax € [-25,25] (3)
—0,0002x + 0,015 dlax € (25,75]

&) =

co pozwala na obliczenie rozszerzonej niepewnosci po-
miaru U jako kwantyla 0,975 tego rozktadu. Obliczona
w ten sposob wartos¢ U = 59,19 ym.

0,012
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Rys. 1. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu trapezo-
wego jako sumy dwdéch rozktadéw jednostajnych R(-50, 50) i R(-25, 25),
z zaznaczonymi kwantylami 0,025 i 0,975

Wartos¢ U mozna jednak wyznaczy¢ znacznie tatwiej
(i bez znajomosci rachunku prawdopodobienstwa) meto-
dg MC. Wystarczy:

e wygenerowa¢ dwa ciggi liczb losowych o wspomnia-
nych rozktadach jednostajnych i obliczy¢ sumy par liczb
losowych,

e odrzuci¢ 5% wartosci skrajnych uzyskanych w ten spo-
so6b liczb losowych (wygodniej jest obliczy¢ wartosci bez-
wzgledne sum par liczb losowych i odrzuci¢ 5% najwigk-
szych wartosci albo obliczy¢ wartos¢ kwantyla 0,95).

W arkuszu kalkulacyjnym MS Excel mozna w jednej
kolumnie wygenerowa¢ maksymalnie ok. 32 000 liczb
losowych. Jesli przyjmie sie takg liczbe powtdrzen, uzy-
skuje sie oszacowania rozszerzonej niepewnosci pomia-
ru z przedziatu (58,87+59,40) um. Poniewaz niepewnosc¢
pomiaru podaje sie z doktadnoscig do jednego lub dwdch
miejsc znaczgcych, to uzyskana doktadnosc jest zupetnie
wystarczajgca.

Zgodnie z wymaganiami dokumentu EA-4/02 [8] na
Swiadectwie wzorcowania musi sie jeszcze znalez¢ war-
tos¢ wspotczynnika rozszerzenia k. W przyktadzie poda-
nym w EA-4/02 wykorzystano wzory, ktérych pochodze-
nie jest znane lub mozliwe do odtworzenia jedynie przez
specjalistow z zakresu rachunku prawdopodobienstwa.
Jesli zas uzyje sie techniki symulacyjnej, zadanie jest pro-
ste: niepewnos¢ standardowa to odchylenie standardowe
wynikow eksperymentu symulacyjnego, a wspotczynnik
rozszerzenia to iloraz niepewnosci rozszerzonej U i nie-
pewnosci standardowej u. W przyktadzie z symulaciji
otrzymano u = 32 pym i wspotczynnik k = 1,85, podczas
gdy doktadne (obliczone analitycznie) wartosci wynoszg
odpowiednio: 33 ym i 1,83.
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Warto zwroci¢ uwage, ze przyktad z rozktadem trapezo-
wym jako sumg dwdch rozktadow jednostajnych jest jedy-
nym zadaniem rozwigzywalnym narzedziami analitycznymi.

Analiza przykitadu — wplywu liczby punktéw
probkowania na niepewnos$¢ pomiaru
odchytki okragtosci

Istote metody MC wyjasnia réwniez przyktad dotyczg-
cy oceny rozktadu prawdopodobienstwa btedéw pomiaru
odchytki okragtosci (otworu lub watka) podany w [9]. Na-
wigzuje on do zalecenia, zgodnie z ktérym, jesli koniecz-
ne jest zastosowanie niewielkiej liczby punktow prébko-
wania, powinno to by¢ 7 pkt roztozonych réwnomiernie
na obwodzie okregu. Przyjeto, ze odchytka okrggtosci
mierzonego przedmiotu ma postaé tréjgraniastosci (jest
to najmniej korzystny przypadek), a prébkowanie odbywa
sie w 6, 7 lub 8 rbwnomiernie rozmieszczonych punktach.

Réwnanie okregu z odchytkg w postaci tréjgraniastosci
w uktadzie biegunowym (r, ¢) ma postac

r =R+ A-sin(3¢) 4)

gdzie: R — nominalny promien okregu, A — amplituda od-
chytki okraggtosci. Przyjeto, ze R = 100 mm i A = 0,05 mm
(symulacje mozna wykonac tylko dla konkretnych danych).

W przytoczonym ponizej przyktadzie — w odréznieniu od
[9] — zamiast warto$ci odchytki oblicza sie btgd pomiaru tej
odchytki. Eksperyment symulacyjny w arkuszu MS Excel
polega na:

e generowaniu z rozkltadu jednostajnego na odcinku
(0, 2m/7) potozenia kgtowego pierwszego punktu probko-
wania:

@y = los() - 2m/7 (5)

e wyliczeniu potozen katowych pozostatych 6 pkt probko-
wania:

=@ +20-D-Fi=2.7 (6)
e wyliczeniu wartosci promieni (drugiej wspotrzednej):

1, =R+ A-sin(3¢;);i =1..7 (7)

e przeliczeniu wspotrzednych punktow do uktadu karte-
zjanskiego:

X;p =71 COS(QDi); i=1..7 (8)

yi =71 csin(g);i = 1.7 9)

e obliczeniu wspotrzednych srodka i promienia okregu
(wykorzystano algorytm podany w [10], pozwalajgcy na
zapisanie wzoréw w jednym wierszu arkusza MS Excel),
e obliczeniu odchyiki okragtosci A jako maksymalnej
réznicy odlegtosci punktow probkowania od obliczonego
srodka okregu:

A= Tax — Tmin

(10)

e obliczeniu btedu pomiaru odchyiki okrggtosci & (po-
prawny wynik to: 2A = 0,1 mm):

6=A-2-4 (11)
e powtdrzeniu tych obliczen znaczng liczbe razy i zbudo-
waniu z otrzymanych wynikéw histogramu.

W przyktadzie, zamiast generowac¢ potozenie kgtowe
pierwszego punktu prébkowania, mozna przeprowadzi¢
systematyczny podziat odcinka (0, 211/7) na n czesci
i wykonac obliczenia n razy, zmieniajgc potozenie z kro-
kiem 21t/7/n. Liczba powtdrzen nie musi by¢ duza; juz dla
n =50 uzyskuje sie bardzo dobre wyniki. Jezeli jednak
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Rys. 2. Histogram btedu oceny odchytki okragtosci w zaleznosci od liczby
punktéw prébkowania: a) 6 pkt, b) 7 i 8 pkt

wyniki symulacji majg by¢ opracowane w postaci histo-
gramu, warto przyjg¢ np. n = 1000.

Wyniki w postaci histograméw pokazano na rys. 2.
W kazdym przypadku btedy pomiaru sg ujemne. Przy
6 pkt probkowania (rys. 2a) mozliwe jest popetnienie za-
réwno btedu réwnego 0, jak i —100 um (warto$¢ mierzonej
odchytki wynosi 100 pym). Po odrzuceniu 5% najgorszych
wynikow symulacji otrzymuje sie wartos¢ niepewnosci U =
92 ym. W przypadku 7 pkt prébkowania (rys. 2b) btedy
pomiaru zawierajg sie w granicach od —2,5 do -5 ym, co
stanowi tylko 2,5% do 5% mierzonej wartosci, chociaz ni-
gdy nie sg mniejsze niz -2,5 ym. 95% bteddw nie przekra-
cza wartosci U = 4,6 ym. W przypadku 8 pkt prébkowania
(rys. 2b) btedy pomiaru zawierajg sie w granicach od —7,6
pm do 0. 95% bteddw nie przekracza wartosci U = 6,9 um.

Podobnie mozna analizowa¢ wptyw innych strategii
prébkowania na wyniki pomiaru s$rednicy i/lub odchyiki
okragtosci.

Dyskusja problemu z ,,btedem systematycznym”
w normie ISO 15530-3

Pomimo opublikowania dokumentéw JCGM 100 i 101
[1, 4] ciggle nie ma petnej zgodnosci w kwestii zastosowa-
nia réznych metod szacowania niepewnosci. W 2011 r.
opublikowano norme ISO 15530-3 [11] podajacg proce-
dure szacowania niepewnosci pomiaru wspotrzednoscio-
wego z wykorzystaniem eksperymentu. Przed nig byta
specyfikacja techniczna ISO/TS 15530-3 [12] z 2004 r.
Istotne réznice miedzy tymi dokumentami wywotaty dys-
kusje, w ktdrej uczestniczg rowniez autorzy niniejszej pu-
blikacji [np. 13].

W obu wersjach eksperyment polega na wykonaniu
20-krotnego pomiaru wywzorcowanego artefaktu. Pomiary
sg roztozone w dtuzszym okresie (w zatagczonym do normy
przyktadzie jest to 7 dni). Sg wykonywane w réznych porach
dnia i przez réznych operatorow. W dokumencie z 2004 r.
[12] przewidziano szacowanie rozszerzonej niepewnosci
pomiaru na podstawie wzoru, ktdry po pominieciu nieistot-
nych dla niniejszej publikacji szczegotéw ma postac:

U=2s+|x| (12)

gdzie: X — warto$¢ srednia, s — odchylenie standardo-
we zaobserwowanych réznic wzgledem wynikow wzorco-
wania.
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W czasie prac nad nowszym dokumentem uznano, ze
to btad systematyczny, ktéry powinien by¢ — zgodnie z za-
leceniami przewodnika [1] — skorygowany.

Problem lezy w tym, ze wspomniana wartos¢ srednia
nie jest wynikiem zadnego znanego systematycznego od-
dziatywania i nie powinna by¢ traktowana jako btgd syste-
matyczny. Mozna to potwierdzi¢, wykonujgc eksperyment
symulacyjny polegajgcy na wygenerowaniu 20 liczb z réz-
nych rozktadéw i wykazaniu, ze wyniki otrzymane wedtug
wzoru z dokumentu [12] nie dajg podstaw do kwestiono-
wania jego poprawnosci.

W eksperymencie rozwazono cztery rozktady prawdo-
podobienstwa dla btedéw pomiaru (normalny, jednostajny,
trojkatny i U) oraz przyjeto, ze we wszystkich przypadkach
rozszerzona niepewnos$¢ pomiaru U odpowiadajgca praw-
dopodobienstwu 0,95 jest taka sama i wynosi 10 ym. Wyni-
ki tak zdefiniowanego eksperymentu zestawiono w tablicy.

TABLICA. Wyniki eksperymentu majacego na celu wykazanie
poprawnosci wzoru (12), w ym

Rozktad
tréjkatny normalny jednostajny U
X -1,3+2,5 —1,4+1,2 -1,5+1,4 —1,7+4,1
s 3,9+5,1 4,1+6,2 4,1+6,9 6,0+7,9
U 8,2+11,0 8,3+14,0 8,3+15,0 12+17
U 9,7 11,0 12,0 15,0

Zgodnie z oczekiwaniami wartosci Srednie z probki
20-elementowej, pochodzgcej z rozktadéw o wartosci
oczekiwanej réwnej 0, mogg przyjmowac wartosci wyraz-
nie rozne od 0, zwlaszcza dla rozkladow wyraznie roz-
nych od rozktadu normalnego.

Whnioski

Metoda MC — ze wzgledu na uniwersalnos¢, a takze
na tatwosc¢ projektowania i realizacji eksperymentu — jest
godnym polecenia uzupetnieniem metod typu A i B.

Przyktady wskazujg na wiele mozliwych jej zastosowan.
Ponadto metoda MC ma walory dydaktyczne.

Arkusz kalkulacyjny zawierajgcy obliczenia mozna zna-
lez¢ na stronie Laboratorium Metrologii ATH (www.Im.ath.
bielsko.pl) w zaktadce ,Do pobrania”.
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